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Zusammenfassung

Zum Jahresbeginn 2019 wird in Bayern das Europdische Ter-
restrische Referenzsystem 1989 (ETRS89) als amtliches Be-
zugssystem fiir das Liegenschaftskataster und die Geotopo-
graphie eingefiinrt. Gleichzeitig erfolgt die Uberfiihrung des
Raumbezugs des Amtlichen Liegenschaftskataster-Informa-
tionssystems ALKIS nach ETRS89/UTM. Fiir die Umformung
verschiedener Objektbereiche aus ALKIS hat das Landesamt
fuir Digitalisierung, Breitband und Vermessung den Umfor-
mungsansatz Ortra entwickelt, der auf einer Ausgleichung
basiert. Die Ausgleichung weist durch orthogonale Beobach-
tungsdefinitionen elasto-mechanische Analogien auf. Das
fiir die Umformung durch Pseudobeobachtungen aufgebau-
te Netz befindet sich in einem statischen Gleichgewicht und
reagiert nach mechanischen Gesetzen und Energieprinzipien
wie dem Prinzip der minimalen Formanderungsenergie. Die
Ubertragung der Nachbarschaftsgenauigkeit von GK nach
UTM durch das Prinzip der minimalen Formveranderung und
die Reduzierung von Netzspannungen durch Verteilung fiih-
ren dazu, dass beim Ubergang in das europdische Referenz-
system ETRS89 eine Homogenisierung der Daten erreicht
wird. Dieser Artikel stellt die Grundlagen des Ortra-Ansatzes
dar und leitet unter Heranziehung mechanischer Gesetze her,
wie der Ortra-Ansatz die Geometrie bei vorhandenen Netz-
spannungen erhalt. Zuletzt wird gezeigt, wie beim hierarchi-
schen Ansatz von Ortra Koordinatenwiderspriiche, die durch
Netzspannungen verursacht werden, verteilt werden.

Summary

At the beginning of the year 2019 the European Terrestrial
Reference System 1989 will be established in Bavaria as au-
thoritative coordinate system for the cadastre and for the
geotopography. The Spatial Reference System of the Author-
itative Real Estate Cadastre Information System ALKIS will
change simultaneously to ETRS89/UTM. For the transforma-
tion of different cadastral feature type groups of ALKIS the
Bavarian National Mapping Agency for Digitisation, High-
Speed Internet and Surveying has developed the transforma-
tion approach Ortra, which uses least-squares adjustment
techniques. The Ortra adjustment model furthermore possess-
es elasto-mechanical analogies. For the transformation, the
necessary geodetic network constructed of pseudo-observa-
tions with orthogonal elements is in the state of equilibrium
and therefore subject to mechanical laws like the theorem of
least work. The preservation of neighborhood accuracy from
GK to UTM by least work and the reduction of net distortions
results in a homogenization of data during the transformation
process to the European system ETRS89. The paper presents
the fundamentals of the ortra approach. By means of laws of
mechanics it is discussed how the Ortra approach preserves
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the geometry in the presence of net distortions. Finally, it will
be shown for the hierarchical network approach of Ortra, how
coordinate discrepancies, which are caused by net distortions,
are distributed.

Schliisselwdrter: UTM-Uberfiihrung, Liegenschaftskataster,
Ausgleichung, Homogenisierung, Statik des Netzes

1 Einleitung

Zum Jahresbeginn 2019 wird in Bayern das europaweit
einheitliche Europiische Terrestrische Referenzsystem
1989 (ETRS89) mit dem Abbildungssystem der Univer-
salen Transversalen Mercator Projektion (UTM) als amt-
liches Lagebezugssystem eingefiihrt.

Die Definition des europdischen Referenzsystems
ETRS89 basiert als erdfestes, geozentrisch gelagertes und
dreidimensionales Referenzsystem auf dem im Jahr 1987
durch internationale geodéatische Institutionen festgeleg-
ten Internationalen Terrestrischen Referenzsystem (ITRS).
Das ETRS89 wurde vom ITRS zur Periode #,=1989.0
abgeleitet. Wegen Einfliissen der Plattentektonik in
25 Jahren, die verantwortlich sind fiir die Verschiebung
der Europiischen Platte gegeniiber der aktuellen Reali-
sierung des internationalen Referenzsystems ITRS, weist
nun die Lage von ETRS89 Abweichungen bis ca. 60 cm
zum Referenzsystem ITRS in Deutschland auf (Gorres
und Nothnagel 2012, Joos und Glock 2016).

Mit der Uberfiilhrung der amtlichen Geobasisdaten
werden die Beschliisse der Arbeitsgemeinschaft der Ver-
messungsverwaltungen der Linder der Bundesrepublik
Deutschland (AdV) vom Mai 1991 und Mai 1995 in Bay-
ern abschlieBend umgesetzt, das iber mehrere Jahrzehnte
glltige amtliche nationale Lagebezugssystem Deutsches
Hauptdreiecksnetz (DHDN) mit der GauB-Kriiger-Abbil-
dung (GK) durch ETRS89 und UTM abzulgsen.

Fiir die Uberfilhrung der Geobasisdaten der Geo-
topographie hat sich seit 2007 mit dem NTv2-Ansatz
BeTA2007 ein Standard zur Uberfithrung sowohl von
Rasterdaten, wie z.B. Topographischen Karten oder Digi-
talen Orthophotos, als auch von Vektordaten, wie ATKIS
(Amtliches Topographisches Kartographisches Informa-
tionssystem), etabliert. Dagegen ist die Bandbreite der
von den Bundeslindern eingesetzten Transformations-
verfahren zur Uberfiihrung der Daten des Liegenschafts-
katasters groB.

Die Abkiirzung NTv2 steht fiir das Verfahren Natio-
nal Transformation Version 2 und ist ein gitterbasiertes
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Verfahren zur Umformung von Geodaten von einem fes-
ten Start- zu einem festen Zielsystem und umgekehrt. Fiir
die in Bindrform in einer Datei (NTv2-Datei) speicherbare
Transformationsvorschrift werden fiir die Schnittpunkte
der Gitterlinien Verschiebeparameter, sogenannte Shift-
werte, definiert.
Zur Vorbereitung und Durchfiihrung der Umformung
der Geobasisdaten des Liegenschaftskatasters nach
ETRS89/UTM wurde 2012 am damaligen Landesamt fiir
Vermessung und Geoinformation (jetzt: Landesamt fiir
Digitalisierung, Breitband und Vermessung, LDBV) das
Projekt KanU »Kataster nach UTM« eingerichtet (Hampp
und Glock 2017). Die Projektziele beinhalten:
®m Das vorliegende, mit GNSS-Messungen aufgebaute
Katasterfestpunktfeld soll durch die Umformung keine
Verinderung im neuen Bezugssystem erfahren (Prin-
zip ein Punkt - ein Satz von Koordinaten).
® Zum Aufbau eines homogenen Koordinatensystems
sollen Verfahren untersucht werden, die eine Uberfiih-
rung der ALKIS-Grundrissdaten nach UTM bei mog-
lichst gutem Erhalt der Nachbarschaftsgenauigkeit
unter gleichzeitiger Minimierung der Netzspannungen
ermoglichen.

® Die Geometrie der Grundrissdaten soll bei vorhande-
nen Netzspannungen weitgehend erhalten bleiben.

Als Nebeneffekt der dargestellten Ziele ergibt sich fiir die
verschiedenen Objektbereiche von ALKIS auch eine Ver-
besserung der globalen Lagegenauigkeit.

Nach einer einjdhrigen Methodensuche hat sich
Bayern dafiir entschieden, fiir die Umformung des Lie-
genschaftskatasters das Ortra-Verfahren (orthogonale
Transformation) einzusetzen. Fiir die Ausgleichung der
verschiedenen Objektbereiche werden fiir die Auflosung
der entstehenden Normalgleichungssysteme Sparse-Ma-
trizen und spezielle Sparse-Matrizen-Technologien, z.B.
das Verfahren Supernodal Sparse Cholesky Faktorisie-
rung, eingesetzt. Fiir die Objektbereiche Flurstiicke, Ge-
baude und Bauwerke werden insgesamt 2,0 Milliarden
Beobachtungen definiert, die die Grundlage fiir die Auf-
l6sung der 880 Millionen Unbekannten der Ausgleichung
bilden. Bei einer anschlieBenden, vom numerischen Auf-
wand vergleichbaren Ausgleichung fiir die Erstellung der
Transformationsvorschrift fiir den Kundentransforma-
tionsansatz kommen weitere 1,5 Milliarden Beobachtun-
gen hinzu.

2 Das Umformungs- und Homogenisierungs-
verfahren Ortra

Koordinatenumformungsverfahren, wie z.B. das bei der
ETRS89-Bezugssystemeinfithrung in Baden-Wiirttem-
berg zur Uberfithrung des Liegenschaftskatasters einge-
setzte Membranverfahren (Gielsdorf und Griindig 1997)
und das in Bayern bei der UTM-Umstellung des Liegen-
schaftskatasters zur Anwendung kommende Ortra-Ver-
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fahren (Glock und Vetter 2014, Glock 2016, Hampp und
Glock 2017), greifen auf die Theorie der Elastizitit zu-
riick. Die Umformungsverfahren sind als rechenintensiv
arbeitende vermittelnde Ausgleichungsverfahren aufge-
baut.

Moderne geodatische Koordinatenumformungsver-
fahren leisten einen Beitrag zur Erzeugung von homo-
genen Koordinaten durch Abbau von Netzspannungen
beim Ubergang vom alten in das neue Referenzsystem.
Homogene Koordinaten erfiillen hohe Genauigkeitsan-
forderungen, z.B. hohe Nachbarschaftsgenauigkeit und
quasidirekte Positionierung mit modernen Globalen Na-
vigationssatellitensystemen (GNSS).

Die Beobachtungsgleichungen werden bei mecha-
nisch wirkenden Ausgleichungen fiir Koordinatenumfor-
mungsverfahren so definiert, dass sie elastische Elemente
nutzen, die sich nach physikalischen Gesetzen verformen.

Ein groBer Gewinn des Einsatzes der Elastizitiat auf
Seite der Ausgleichung ist das durch die physikalischen
Gesetze vorgegebene Verhalten der elastischen Elemente.
Das einzelne Element fiihrt aus Sicht der Gesamtbilanz,
die fiir das ganze Umformungsgebiet betrachtet wird,
eine minimale Formédnderung durch. Bei der elastischen
Verformung wird beim Ubergang nach ETRS89/UTM in-
folge der durch Netzspannung verursachten &duBeren
Kréfte insgesamt minimale Energie aufgewendet. Das da-
hinterstehende physikalische Gesetz ist das Prinzip der
minimalen Formidnderungsenergie.

2.1 Einordnung des Koordinaten-Umformungs-
verfahrens Ortra und historischer Abriss liber
Kartenhomogenisierungsansatze

Seit Beginn des 20. Jahrhunderts ist die Analogie zwi-
schen einem geodéatischen Streckennetz und einem Fach-
werk bekannt (siehe z.B. Westergaard 1915). Seit dieser
Zeit werden Rechenverfahren der Ausgleichungsrech-
nung mechanisch gedeutet, wie z.B. Streckennetze als
Fachwerke (Linkwitz 1960), und elastische Seilnetze oder
mechanische Strukturen, wie Tragwerke oder verformte
Balken, mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung berechnet
(Linkwitz 1977, Bahndorf 1991, Strobel 1995).

Wihrend der Forschungstétigkeit des an der Univer-
sitdt Stuttgart gegriindeten Sonderforschungsbereichs 64
(SFB 64) »Weitgespannte Fldchentragwerke« wird von
Linkwitz et al. (1987) fiir den Bereich Stabwerke nach-
gewiesen, dass die in der Statik bekannten Kraft- und
WeggroBenverfahren wichtige Entsprechungen bei der
Ausgleichungsrechnung haben: Das WeggrdoBenverfahren
entspricht direkt der vermittelnden Ausgleichung, das
KraftgroBenverfahren der bedingten Ausgleichung (siehe
auch z.B. Bahndorf 1991, Strébel 1995).

Ein weiterer Forschungsbereich, der theoretische
Grundlagen fiir moderne Koordinatenumformungsver-
fahren bereitstellt, ist der Forschungsbereich der Karten-
homogenisierung,
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Der bei der Lagenetzausgleichung angewandte Ansatz
des Strecken- und Richtungsnetzes stellte vor ca. 20 Jah-
ren die theoretische Basis des klassischen Karten-Homo-
genisierungsansatzes dar, der in der urspriinglichen
Anwendung fiir manuell digitalisierte Bereiche Pseudo-
beobachtungen im jeweiligen Ausgangskoordinaten-
system fiir die Digitalisierung definiert, um sie in ein
iibergeordnetes, homogenes System mit vereinheitlichter
Genauigkeit zu integrieren. Ende der 1980er und Anfang
der 1990er Jahre wurden mehrere Arbeiten {iber Ansit-
ze der Kartenhomogenisierung von Benning und Scholz
(1990), Rose (1988) und Hampp (1992) veroffentlicht.
Hampp hat in den 1990er Jahren die numerische Homo-
genisierung bei der Bayerischen Vermessungsverwaltung
fiir den Aufbau der Daten der Digitalen Flurkarte entwi-
ckelt, die iber mehrere Jahre vor Anwendung des nume-
risch exakten Ansatzes verwendet wurde.

Klassische Kartenhomogenisierungsverfahren haben
den Nachteil, dass diese nicht immer robust gegeniiber
duBeren Kriften sind, wodurch Topologiefehler auftreten
kénnen.

Die Ausgleichung eines Streckennetzes weist als elas-
tisches Verfahren, das eine unmittelbare Analogie zu
einem statischen Fachwerk besitzt (Linkwitz 1960), eine
minimale Streckenverzerrung auf. Diese kann durch mini-
male Forminderung der Fachwerksstibe, der elastischen
Basiseinheiten, erklart werden, die aus Sicht der Geodasie
zu minimalen Streckenabweichungen zwischen GK und
UTM fiihren. Verfahren, die die Abbildungseigenschaft
einer minimalen Streckenverzerrung besitzen, werden in
der geodétischen Praxis jedoch kaum angewendet.

Die Idee, ein Kartenhomogenisierungsverfahren als
Umformungsverfahren fiir den Ubergang nach ETRS89/
UTM einzusetzen, wurde zuletzt von Benning und Scholz
(2010) vorgeschlagen. Wegen den sich in der Umsetzung
ergebenden langen Prozessierungszeiten wurde als Ge-
bietseinheit nur eine Gemarkung nach UTM tberfiihrt. Die
rechnerische Homogenisierung dieser Gemarkung mittels
KATHOM, siehe z.B. (Kampshoff und Benning 2005),
dem an der RWTH Aachen entwickelten Ausgleichungs-
system zur Homogenisierung von Karten, betrug 2010
einen knappen Tag, der Gesamtprozess einschlieBlich des
Aufbaus der GIS-Fachdatenbank insgesamt vier Tage.
Damit wurde die groBte Herausforderung fiir die Anwen-
dung des Ansatzes fiir groBere Gebietseinheiten deutlich:
die Massenproblematik.

Benning und Scholz (2010) zeigten dariiber hinaus, dass
durch wenige theoretische Festlegungen im funktionalen
Ansatz ein Kartenhomogenisierungsverfahren zu einem
Umformungsverfahren umfunktioniert werden kann.

Basis der Beobachtungsgleichungen kénnen Punkte
der zu uberfithrenden Grundrisse sein, die {iber Dreiecks-
vermaschung in nachbarschaftliche Beziehung gebracht
werden (Kampshoff und Benning 2005). Die Dreiecksver-
maschung wird ebenfalls zum Aufbau der elastischen
Dreiecke im Membranansatz von Gielsdorf und Griindig
(1997) angewendet. Auf der anderen Seite kann die Defi-

nition von Beobachtungsgleichungen durch vollstindige
Nachbildung der Original-Grundrisselemente mit gleich-
zeitiger Versteifung der Flachengeometrien durch weitere
Linienbeobachtungen erfolgen (Hampp und Glock 2017).

3 Der Aufbau des Ortra-Verfahrens und das
mathematische Beobachtungsmodell

Fir die Umstellung des Liegenschaftskatasters nach
ETRS89/UTM in Bayern werden beim Ortra-Ansatz nach-
einander Pseudobeobachtungen fiir die ALKIS-Objektbe-
reiche Flurstiicke, Gebdude und Bauwerke aufgebaut.

Fir den zuletzt genannten Objektbereich Bauwerke
werden in Bayern kleinere bauliche Anlagen z.B. Denk-
maler, Brunnen, Treppen und Mauern erfasst.

Gebdude Bauwerke

Flurstiicke

Abb. 1: Hierarchischer Ansatz beim Ortra-Verfahren

Fiir die Uberfithrung dieser Objektbereiche nach UTM
wird ein Ansatz mit einer hierarchischen Netzverdichtung
verfolgt. Die hierarchische Netzverdichtung ist dadurch
gekennzeichnet, dass Punkte einer vorherigen Ausglei-
chung als fehlerfreie identische Punkte in die folgende
Ausgleichung eingefiihrt und fiir die Definition von Be-
obachtungen verwendet werden (Abb. 1).

Bei der UTM-Umstellung des Liegenschaftskatasters in
Bayern wird der Objektbereich »Angaben zum Flurstiick«
als erstes nach UTM umgeformt, da dieser ALKIS-Objekt-
bereich die hochste rechtliche Relevanz besitzt.

Danach folgt als zweites auf Basis der Ergebnisse der
vorhergehenden Ausgleichung die Ausgleichung fiir Ge-
bidude, die zusatzlich die nach UTM ftberfiihrten Flur-
stiicksgrenzpunkte - neben den Katasterfestpunkten - als
identische Punkte bei Anschlussbeobachtungen verwen-
det. Analog kann die dritte Ausgleichung fiir Bauwerke
die Ergebnisse der vorhergehenden Ausgleichungen fiir
ihre Beobachtungsdefinitionen nutzen (Abb. 1).

Die Abb. 2 zeigt beispielhaft fiir die zu Beginn des
hierarchischen Ansatzes durchgefiihrte Ausgleichung fiir
Flurstiicke, wie die Definition von Pseudobeobachtungen
zur Vernetzung des Grundrisses erfolgt.

In Abb. 3 ist dargestellt, dass beim Ortra-Verfahren
fiir jeden zu Uberfithrenden Punkt die lokalen Strecken-
und Winkelbeziehungen zu seinen Punktnachbarn in
einem lokalen Koordinatensystem (Ortra-Kleinsystem)
abgebildet werden. Dieses System kann sich beim Uber-
gang nach ETRS89/UTM elastisch dehnen oder stauchen.
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ein Ortra-Kleinsystem durch Be-
obachtungen einbezogen wird,
verursachen Abweichungen in
den Abbildungen zwischen UTM
und GK nur minimale Abbil-
dungswiderspriiche, die in klei-
nen Restklaffungen resultieren.

4|

cke. Beispiel aus Miinchen, Messegeldande Riem

Aus der Sicht der Mechanik auBerhalb einer Forménde-
rungshilanz kann das elastische Ortra-Kleinsystem zu-
sitzlich eine Starrkorperbewegung und eine Drehung
durchfiihren.

Innerhalb des lokalen Koordinatensystems werden die
Winkel zwischen den durch Beobachtungen orthogonaler
Art einbezogenen Punkten mit minimalen Abweichun-
gen nach UTM iiberfiihrt. Beim Ubergang nach UTM er-
halten diese Winkel kleine Richtungszuschlidge, die durch
die Restklaffungen verursacht werden. Bei seiner Anwen-
dung als Uberfithrungsansatz zwischen zwei konformen
Abbildungssystemen, dem GK- und dem UTM-Koordi-
natensystem, ist allgemein beim Ortra-Ansatz zu beob-
achten, dass die GroBenordnungen der Restklaffungen,
die bei der Verkettung der Ortra-Kleinsysteme auftreten,
klein von zweiter Ordnung sind.

Dies ist damit zu erkldren, dass eine ebene lokale Ko-
ordinatentransformation bereits eine lineare konforme
Abbildung darstellt, z.B. eine Ahnlichkeitstransformation
oder beim Ortra-Ansatz eine verkettete Helmerttransfor-
mation. Fiir den lokalen Nachbarschaftsbereich, der in

Abb. 3: Definition eines Ortra-Kleinsystems: Der Grundriss
wird durch Linienbeobachtungen vollstandig nachgebildet
und durch weitere Beobachtungen versteift.
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Abb. 2: Definition von Pseudobeobachtungen fiir den ALKIS-Objektbereich Flurstii-

ﬁmls.}sf‘r_i? :
ey
Lenzmann et al. (1997) haben in

e\ diesem Zusammenhang nachge-

NZE; wiesen, dass bei einer Abbildung
zwischen zwei konformen Ko-
ordinatensystemen der Helmert-
transformationsansatz bis auf
Terme zweiter GréBenordnung
einer konformen Abbildung ent-
spricht, unabhingig von der Gro-
Be des abgebildeten Bereichs.

In Abb. 2 wird dargestellt, wie
der Flurstiicksgrundriss durch
Definition von weiteren Quer-
verbindungen nochmals versteift
wird. Bei der Definition von Pseudobeobachtungen wird
vermieden, durch zu viele Beobachtungen eine zu groBe
Steifigkeit im Netz aufzubauen.

Die fiir jeden zu Uberfithrenden Punkt gebildeten lo-
kalen Koordinatensysteme werden zu einer Gesamtheit
eines sich statisch verhaltenden geodatischen Netzes
verkettet, bei dem sich zwischen duBeren und inneren
Kriften ein Gleichgewicht einstellt. Damit ist gemeint,
dass sich das bei dem Ortra-Ansatz gebildete geoditische
Netz dhnlich wie ein Fachwerk verhilt, bei dem Kréfte als
duBere Lasten auf Fachwerksknoten oder in Ausnahme-
fallen Fachwerksbalken einwirken. Das Fachwerk behélt
jedoch durch Gegenwirken innerer Balkenkréfte, nach
dem dritten Newton’schen Gesetz Actio gleich Reactio in
entgegengesetzter Richtung der duBeren Krifte, das vor-
her vorhandene Kriftegleichgewicht.

Fiir den in Hampp und Glock (2017) als Ortra-Ansatz
bezeichneten Transformationsansatz existiert bundesweit
auch der Begriff der verketteten Helmerttransformation.
Die Einfihrung des Verfahrens der verketteten Helmert-
transformation in Deutschland in den 1960er Jahren wird
Kraus (1966) zugeschrieben.

In Verbindung mit dem Aufkommen der freien Statio-
nierung bei der Punktbestimmung mit elektrooptischen
Tachymetersystemen (z.B. Reg Elta 14) wurde dieses Ver-
fahren an der Universitit Stuttgart durch Krack (1977) auf
den Einsatz umfangreicher tachymetrischer Aufnahmen
untersucht. Seit den 1980er Jahren wurde das Verfah-
ren der verketteten Helmerttransformation bei der Bay-
erischen Vermessungsverwaltung in der Katasterphoto-
grammetrie als Transformationsverfahren eingesetzt.

In Verbindung mit moderner Sparse-Matrizen-Techno-
logie zur Auflésung der groBen Gleichungssysteme erlebt
das Verfahren der verketteten Helmerttransformation im
Projekt KanU mit der methodischen Weiterentwicklung
zur spezifischen Uberfithrung unterschiedlicher Objekt-
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bereiche als fiir ganz Bayern einsetzbares Umformungs-
verfahren eine Renaissance.

Insgesamt werden in Bayern bei der Ausgleichung
des Liegenschaftskatasters und der ausgleichungstechni-
schen Erzeugung der NTv2-Datei fiir den Kundentrans-
formationsansatz groBe Gleichungssysteme mit insge-
samt ca. 3,5 Milliarden Beobachtungen aufgebaut.

Die Transformationsergebnisse der Ausgleichungen
stehen fiir den Aufbau des Amtlichen Liegenschafts-
kataster-Informationssystems (ALKIS) im neuen Raum-
bezug ETRS89/UTM zur Verfligung. Die Ergebnisse der
danach ausgefiihrten Ausgleichung fiir die Bestimmung
der Gitterpunkte des NTv2-Ansatzes werden in Form
von engmaschigen NTv2-Gitterdateien gegen Ende des
Umstellungszeitraums des Liegenschaftskatasters bereit-
gestellt. Damit kénnen die Fachkunden die Uberfiihrung
ihrer Geofachdaten mit Katasterbezug nach ETRS89/UTM
durchfiihren (Glock und Birkenbeul 2018).

Die Flurstiicke werden als erstes nach ETRS89/UTM
tiberfiihrt, damit diese den dann bereits homogenisierten
Grundrissrahmen im neuen Raumbezug fiir weitere Aus-
gleichungen représentieren.

Die Grundformeln des Ortra-Ansatzes mit den lokalen
Beziehungen zwischen GK- und UTM-Koordinaten im lo-
kalen Ortra-Kleinsystem lauten:

E, =E1+01(x2—x1)+a1(y2—y1),

Nz:N1+a1(x2_x1)_01(y2_)/1)' (L)
In Formel (1.1) werden die UTM-Koordinaten als (E,N)
und die GauB-Kriiger-Koordinaten als (y,x) eingefiihrt,
die Indizes bei den Koordinaten weisen auf die zugeho-
rige Punktnummer hin und kennzeichnen zusitzlich bei
den Transformationsparametern @ und o, welcher Punkt
jeweils Ursprung des Ortra-Systems ist.

Die dazugehorigen, in der Ausgleichung definierten
Verbesserungsgleichungen lauten:

0+{;E2:El+0A](‘x2_xl)+aAl(y2_y])_E2’ (12)
0"";1\1Z =N, +&1(x2_x1)_61(y2_y1)_N2~

Die mit GNSS bestimmten, identischen Punkte stellen
den Koordinatenreferenzrahmen ETRS89 dar, in den das
durch Pseudobeobachtungen erzeugte Lagenetz einge-
spannt wird. Die identischen Punkte gehen als direkte
Beobachtungen in die Verbesserungsgleichungen ein, die
wie folgt definiert werden:

E + GE‘ =E,

i

. . (1.3)
N, +Vy, = N..

Fir die Umformung der Flurstiicke kénnen in Bayern
iiber 880.000 GNSS-bestimmte Punkte als identische
Punkte verwendet werden.

In einer nachgeordneten Netzverdichtungsausglei-
chung koénnen die Gebdude die nach UTM {iberfiihrten

Flurstiicksgrenzpunkte als zusitzliche identische Punkte
neben den GNSS-bestimmten Lagefestpunkten nutzen
(siehe Abb. 1). Bei der Gebdudeausgleichung erfolgt eine
Einpassung der Gebiude in den bereits homogenisierten
Grundrissrahmen der Flurstiicke. Keine Beeintrachtigung
der Transformationsgenauigkeit bewirken Flurstiicks-
grenzen, die auf den ersten Blick das hierarchische Prin-
zip verletzen, weil Sie Gebdude schneiden. Aus Sicht der
Gebiudevernetzung finden die innenliegenden Grenzen
der Flurstiicke, auf denen das Geb&ude liegt, keine Be-
riicksichtigung und es werden ausschlieBlich Beobach-
tungen zu duBeren Flurstiicksgrenzen aufgebaut, die vom
Gebdude in Verlangerung der Gebdudelinie liegen.

Fiir die Gebdudeausgleichung wurden drei verschiede-
ne Vernetzungsarten entwickelt:
® Gebdudeinnenvernetzung,
® GebdudeauBenvernetzung,
® Gebdudezwischenvernetzung.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Gebdudevernetzungs-
arten, ihre Funktion innerhalb der Gebdudeausgleichung
sowie eine vertiefte Darstellung der Flurstiicksvernetzung
mit den Flurstiicksgrenzbeobachtungen und versteifen-
den Beobachtungen findet sich in Glock und Birkenbeul
(2018) sowie in Hampp und Glock (2017).

4 Analogie zwischen dem Ortra-Verfahren und
einem WeggroBenverfahren der Baustatik

Zunichst wird eine Analogie zwischen einer vermitteln-
den Ausgleichung und einem WeggréBenverfahren auf-
gebaut. Ein WeggroBenverfahren ist ein Verfahren der
Baustatik, das bei einem statischen Tragwerk, z.B. einem
Briickenbauwerk mit verschiedenen Tragwerkselementen,
die Bestimmung von Verformungen ermoglicht.

In folgenden Gleichungen fiir das WeggroBenverfah-
ren (Kritzig 1998, Strobel 1995)

r= (A‘KA)f1 p bzw.
B (1.4)
r=(A'KA) (p+AKv,)

kénnen Knotenverschiebungen r in Abhingigkeit von
Kriften p bestimmt werden. Die in (1.4) fiir den Aufbau
des funktionalen Zusammenhangs zwischen Kraft p und
Knotenverschiebung r zur Anwendung kommenden Ma-
trizen K und A, die Steifigkeitsmatrix K und die Gleich-
gewichtsmatrix 4, werden im folgenden Abschnitt ein-
gefiihrt.

Die Knotenverschiebungen sind von auBen sichtbare
Auswirkungen von innerhalb des Elementes stattfinden-
den Verformungen, die durch duBere Krifte verursacht
werden. Der Zusammenhang zwischen Verformungen v
und duBeren Kriften p hat Kritzig (1998) mit folgenden
zwei Sitzen priagnant wiedergegeben:
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Verformung = Nachgiebigkeit x Kraft
und
Kraft(groBe) = Steifigkeit x Verformung.

Die obere Gleichung von (1.4), die Grundgleichung des
WeggroBenverfahrens, beriicksichtigt keine Vorverfor-
mungen (z.B. Temperaturverformungen). Diese werden
in der unteren Gleichung von (1.4) als erweiterte Formel
des WeggrdBenverfahrens im Term A'Kv, eingefiihrt, um
einen direkten Vergleich zu einem in der Geodisie ver-
trauten formelméBigen Aufbau der vermittelnden Aus-
gleichung
x=(A'PA) A'PI (1.5)
geben zu kénnen.

Die obere Gleichung von (1.4) kann sowohl als An-
wendung der Baustatik als auch als Anwendung der Geo-
disie gesehen werden:
® [n der Baustatik konnen bei Tragwerksberechnungen

im Vektor der Kréfte p die Krifte von Einzellasten

(Punktlasten) definiert sein, mit denen ein Tragwerk

belastet wird.
® Bei Anwendung auf eine geoditische Netzausglei-

chung konnen im Vektor der Krifte p die Einzelkrifte
zusammengefasst sein, die jede fiir sich auf einen iden-
tischen Punkt einwirken kénnen (Prinzip ein Punkt -
eine Kraft). Eine Einzelkraft verschiebt nicht nur den
identischen Punkt mit seiner ndchsten Nachbarschaft,
sondern erzeugt wegen den variierenden Verschiebun-
gen auch dartiber hinaus Verzerrungen in der Geome-
trie der Nachbarschaft.

AusschlieBlich unter Anwendung von drei Grundglei-
chungen der Statik, der Gleichgewichtsbedingungen, der
Werkstoffgleichungen und der kinematischen Beziehun-
gen, konnen im WeggroBenverfahren innere und duBere
Kraft- und WeggroBen bestimmt werden.

In der Statik versteht man unter dem Gleichgewicht
den Zustand, in dem sich innerhalb eines statischen
Systems die inneren Krifte s und duBeren Krifte p im
Gleichgewicht befinden. Die Gleichgewichtsbeziehungen
zwischen inneren und &uBeren Kriften werden iiber die
Gleichgewichtsmatrix 4 wie folgt ausgedriickt:
p=A"'-s (Gleichgewicht). (1.6)
Die Werkstoffgleichungen beschreiben, wie sich ein
Werkstoff bei Vorliegen von inneren Kraften verformt.
Die inneren Krifte liegen in den Grundgleichungen als
Stabkrifte s vor, die als Resultierende der inneren Krafte
definiert sind. Die auf eine Flacheneinheit bezogene in-
nere Kraft wird auch als Spannung bezeichnet.

Bei der linearen Elastizitdtstheorie wird angenommen,
dass sich das Material bei duBerer Belastung linear-elas-
tisch verhélt und die elastische Verformung durch das
Hooke’sche Gesetz beschrieben werden kann. Die Steifig-
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keit kann als Widerstand eines Elementes gesehen wer-
den, mit dem das Element bei Belastung der Verformung
entgegenwirkt. Die Steifigkeitsmatrix stellt die Beziehung
zwischen Elementverformungen v und Stabkriften s wie
folgt her:
s=K-v (Werkstoff). (1.7)
Die Kinematik definiert innerhalb der Statik die Ver-
formungsgeometrie der Verzerrungen. Die kinematische
Vertraglichkeit, auch als geometrische Vertriaglichkeit be-
zeichnet, wird anhand eines Fachwerkstabs erklart: Die
kinematische Vertraglichkeit legt fest, dass die Verlange-
rung bzw. Elementverformung des Fachwerkstabs (= in-
nere Weggrofe) mit den Knotenverschiebungen (= duBere
WeggroBen) der Anfangs- und Endpunkte des Fachwerk-
stabs geometrisch in Einklang steht. Fiir den formelméa-
Bigen Ausdruck der kinematischen Vertraglichkeit, der
zwischen Elementverformungen v und Knotenverschie-
bungen r aufgebaut wird, kommt wieder die Gleichge-
wichtsmatrix 4 von (1.4) bzw. (1.6) zur Anwendung:
v=A-r (Kinematik). (1.8)
Ausgangspunkt der Herleitung des WeggroBenverfahrens
und eines analogen Ausgleichungsverfahrens werden
Energiegleichungen sein, die in integraler Form die drei
vorgestellten Grundgleichungen der Mechanik zusam-
menfassen.

Der Aufbau der Analogie zur Mechanik ist moglich, da
sowohl das WeggrdBenverfahren als auch die vermitteln-
de Ausgleichung auf tbertragbaren Minimalprinzipien
basieren. Fiir das WeggroBenverfahren ist der mathemati-
sche Ausgangspunkt eine minimale Energiegleichung, die
das Prinzip der minimalen mechanischen Forminderung
formuliert. Fiir die Ausgleichung ist der Ausgangspunkt
das bekannte Minimalprinzip der kleinsten Quadrate.

Fir das Minimalprinzip der mechanischen Gesamt-

energie ngsamt,

(1.9)

gesamt

I :%V‘Kv—rtpjstat.

die aus den beiden Energieanteilen IT, :%vtKv fiir in-

nere und IT, =r'p fiir duBere Energie besteht, wird eine
zusétzliche Nebenbedingung mit Hilfe der aus der Aus-
gleichungsrechnung bekannten Lagrange’schen Korrela-
ten definiert. Die Nebenbedingung fiihrt eine kinemati-
sche Vertraglichkeit zwischen der Elementverformung v
und der Knotenverschiebung r ein.

Der mit der Nebenbedingung (Kinematik) erginzte
Ausdruck (1.9) wird
H:%v‘Kv—s‘(v—A-r)—r‘p:stat. (1.10)
Die partiellen Ableitungen von IT nach den unbekannten
Knotenverschiebungen r, Elementverformungen v und
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Stabkriften s ergeben Ausdriicke fiir das Gleichgewicht,
das Werkstoffgesetz und die kinematische Vertraglich-
keit, die, wie folgt, gegenseitig eingesetzt werden kénnen
(Kratzig 1998):

p = As,
s = K v, (1.11)
v = Ar.
Daraus kann die Beziehung
p=(A'KA)r (1.12)

gewonnen werden. Die linksseitige Multiplikation mit
(A‘KA) fithrt zur Gleichung
-1
r=(A'KA) p, (1.13)
die den fiir die Netzausgleichung der Geodisie wichtigen
Zusammenhang zwischen Kriften und Knotenverschie-
bungen herstellt. Spédter werden Knotenverschiebungen
als Koordinatenwiderspriiche gedeutet, sodass die Glei-

chung (1.13) auch den Zusammenhang zwischen Kriften
und Koordinatenwiderspriichen wiedergibt.

4.1 Herleitung der erweiterten vermittelnden
Ausgleichung

Zur Vorbereitung des erweiterten Verfahrens wird fiir den
Standardfall der vermittelnden Ausgleichung (1.5) das
Prinzip der kleinsten Quadrate unter der Nebenbedingung
I+v— f(x) eingefiihrt. Die Nebenbedingung driickt aus,
dass das funktionale Modell widerspruchsfrei zu den aus-
geglichenen Beobachtungen sein soll. Die Gleichung fiir
den Standardfall lautet:

IT =v'Pv—2k'(l+v— f(x))= stat. (1.14)
In (1.14) kommt mit der Matrix P die Gewichtsmatrix zur
Anwendung. Fiir die Funktion f(x) soll im Folgenden ge-
fordert werden, dass sie eine Funktion der unbekannten
Koordinaten x darstellt.

Die in (1.14) vorliegende Gesamt-Stationédrsbezie-
hung II ist Basis fiir die erweiterte Ausgleichung. Fiir
die Erweiterung kommt ein zusétzlicher mechanisch defi-
nierter Anteil zur Gesamt-Stationdrsbheziehung II hinzu,
der duBere Krifte einfiihrt. Dieser zusitzliche Anteil wird
so formuliert, dass die verrichtete Arbeit -W, =1I, der
duferen Krifte p auf den Verschiebewegen der Knoten-
verschiebungen minimal sein soll.

Die Knotenverschiebung r = x - x,, wird als Differenz
der Koordinate x eines (Netz-)Knotens nach der elasti-
schen Verschiebung minus der Koordinate x,, des Knotens
vor der Verschiebung definiert.

Der mit der verrichteten Arbeit erweiterte Ausdruck
(1.14) wird (Bahndorf 1991, Strébel 1995):

II =v'Pv-2k' (l+v—f(x))+2(—p‘(x—x0))3stat.
(1.15)

Eine erste Analogie wird deutlich, wenn in Gleichung
(1.15) der mittlere Term —-2k'(I+v—f(x)) fir die
Nebenbedingung herausgenommen wird. Dadurch er-
hélt man sofort den - bis auf die Steifigkeitsmatrix K -
analogen Energieausdruck von (1.9) fiir die Stationaritét
der inneren und AduBeren Energie. Die bei der Ausglei-
chungsrechnung zur Anwendung kommende Gewichts-
matrix P kann damit aus Sicht der Mechanik als eine
zur Steifigkeitsmatrix K analoge Matrix gesehen werden,
die in gleicher Funktion wie die Steifigkeitsmatrix K die
GroBe und Geometrie der geodétischen Verbesserungen v
(= Elementverlangerung oder -verkiirzung) beeinflusst.
Zur vertieften Analogiebetrachtung werden in folgen-
der Gleichung (1.16) die in der Ausgleichung gebriuch-
lichen Matrizenbezeichnungen aus (1.15) durch die in der
Baustatik verwendeten Matrizenbezeichnungen ersetzt:

IT =v'Kv-2s' (l+v—f(x))+2(—p‘(x—xo)):>stat.
(1.16)

Der zur Formulierung der Nebenbedingung verwendete
Korrelatenvektor k (1.15) wird in Gleichung (1.16) durch
den Vektor der Stabkrifte s ausgetauscht. Dieser erhalt
dadurch neben seiner mathematischen eine physikalische
Bedeutung.

Zur Bestimmung des Minimums von (1.16) werden
wieder die partiellen Ableitungen von II nach den unbe-
kannten Koordinaten x, den Elementverformungen v und
den Korrelaten k gebildet und zu Null gesetzt.

Fiir die partiellen Ableitungen erhélt man wieder mit
p =A"-s die Gleichgewichtsbedingungen und das Werk-
stoffgesetz s = K - v. Als weitere partielle Ableitung er-
hédlt man das funktionale Modell der Ausgleichung
2k (1+v- f(x)).

Durch die weitere Eliminierung der Stabkrifte s ergibt
sich schlieBlich:
A'Pv=p. (1.17)
Fiir die Variable v in Gleichung (1.17) wird v = f(x)—1
eingesetzt und nach weiterer Rechnung erhilt man

-1

Ax=(A'PA) (p+A'P(I-f(x,))), (1.18)
wenn die Funktion f(x) an der Entwicklungsstelle f(x;)
mit x; als Ndaherungswert fiir die Unbekannten in einer
Taylorreihe unter Vernachliassigung hoherer Glieder ent-
wickelt wird. Der Index i bei x; kennzeichnet, dass der
Niherungswert aus einer Iteration im Iterationsschritt i
bestimmt wurde.

Aus (1.18) lasst sich ein iteratives System fiir ein
nicht-lineares Ausgleichungsverfahren aufbauen:

Ax, =x,~x_,=(APA) (p+AP(I- f(x))). (119)
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Die Unbekannte x; wird berechnet, indem der Unbekann-
tenzuschlag Ax; im Iterationsschritt i zu der davor ermit-
telten Unbekannten x; , addiert wird.

Das mit externen Kriften erweiterte vermittelnde Aus-
gleichungsverfahren (1.19) ist dem WeggroBenverfahren
fiir Vorverformungen (untere Gleichung von 1.4) analog.

5 Identifizierung von Elementverformungen
und Knotenverschiebungen beim Ortra-
Ansatz

Zur Anwendung des WeggroBenverfahrens oder zur
Anwendung der mit der Funktionalitdt der minimalen
Forminderungsenergie erweiterten Ausgleichung (1.19)
sind die Elementverformungen v und Knotenverschie-
bungen r in den Ergebnissen der Ortra-Ausgleichung zu
identifizieren.

P 4

Abb. 4: Elementverformungen v eines einzelnen Ortra-Systems mit primadren
Knotenverschiebungen (oben) und Darstellung der in den Restklaffungen
liegenden Kréfte, die sekundire Knotenverschiebungen verursachen (unten).
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Da mit dem Ursprung des Ortra-Systems alle Stdbe
einen gemeinsamen Stabanfangspunkt besitzen, der kei-
ne individuelle Knotenverschiebung durchfiihren kann,
werden die elastischen Elementverformungen v auf die
Stabenden bezogen (Abb. 4 oben). Die Knotenverschie-
bung r, die als duBere WeggrdBe zu der inneren Weggro-
Be Elementverformung v korrespondiert, kann als Ver-
schiebung zwischen dem Stabende im unverformten und
dem Stabende im verformten System definiert werden.

Die bei den einzelnen Stiben eines Ortra-Systems
vorliegenden Elementverformungen v kénnen aus dem
MaBstab m, den Abszissen- und Ordinatendifferenzen
und den Transformationsparametern @ und o des Ortra-
Systems abgeleitet werden. Die Lage des Endknotens des
unverformten Ortra-Systems in der aktuellen verform-
ten Konfiguration, fiir die im Weiteren der Begriff Mo-
mentankonfiguration verwendet werden soll, berechnet
sich fiir einen Stab mit dem Anfangspunkt P, und End-
punkt P, zu:

E, =E, +0'(xPz —xp)+a(v, _yﬁ)’
m

sz _N, _i_a-(xPz _JCP,)—O~()’1>2 —yg).
m

(1.20)

Zusitzlich missen zwischen den Or-
tra-Systemen sekundére, elastisch nicht
begriindete Knotenverschiebungen defi-
niert werden. Als Sekundirverschiebung
wird die Verschiebung des Stabendkno-
tens in den Ursprung des gekoppelten
Ortra-Systems definiert. Den Sekundér-
knotenverschiebungen werden Stibe zu-
geordnet, die das Ortra-Kleinsystem im
Verbund der benachbarten Ortra-Syste-

me im Gleichgewicht halten (Abb. 4).
Die Sekundéarverschiebung kann mit
der kinematischen Vertraglichkeit der
Pe Verformungen der elastischen Basis-
einheiten, den Ortra-Systemen, erklart
werden. Die kinematische Vertriglich-
keit muss beim Ortra-Ansatz zu zusitz-
lichen Verschiebungen in Verbindung
mit Druck- oder Zugstidben im Gesamt-
system fiihren, damit bei Verformungen
das statische Gesamtsystem erhalten
bleibt. Da es zu elastischen Langenénde-
rungen von Ortra-Systemen im gesam-
ten System kommt, die theoretisch nur
durch eine einzelne Last ausgeldst wer-
den konnen, ist die Sekundirverschie-
bung, zusitzlich zu der kinematischen
Funktion, aus geometrischer Sicht ein
sich im gesamten System einstellender
minimaler geometrischer Widerspruch.
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Dieser kann aufgrund der relativ starren Einzelsysteme
nicht verhindert werden, da die Ortra-Systeme nur ein
eingeschrinktes Verformungsverhalten einer Dehnung
oder Stauchung besitzen.

Bei Anwendung des WeggroBenverfahrens mit den
definierten Weggrofen zeigen sich in jedem Stab glei-
che Kréfte, die radial vom Ursprung nach auBlen zeigen
(bei m > 1). Die radialen Kriafte konnen als vorhandene
Vorspannungen in der Referenzkonfiguration gedeutet
werden. Das Ortra-System ist in der unverformten Kon-
figuration zwischen den Urspriingen der gekoppelten
Ortra-Systeme eingezwingt und steht durch eine falsche
Ablangung der Stidbe, die proportional zur jeweiligen
Stablinge ist, unter Vorspannung.

6 Erreichung des Drehmomenten- und
Kraftegleichgewichts bei den Sekundar-
verschiebungen

Durch Nachweis des Momenten- und Kréftegleichge-
wichts bei den Sekundirverschiebungen wird insgesamt
der Nachweis erbracht, dass es sich bei den verketteten
Ortra-Systemen um ein statisches System handelt, das
sich im Gleichgewicht befindet.

Die Elementverformungen werden mit Vorspannung
des Ortra-Systems und Einspannung zwischen den be-
nachbarten Ortra-Systemen in der Referenzkonfiguration
erklart.

Die von den Kriften {iber den Verschiebeweg verrich-
tete Arbeit ist der Teilbetrag oder Gesamtbetrag der elas-
tischen Verformungsarbeit des Ortra-Systems, das seine
Vorspannung abbaut. Fiir die weiteren Uberlegungen ist
es unkritisch, entweder einen teilweisen oder vollstindi-
gen Abbau der Vorspannung oder auch eine Mischform
anzunehmen. Der rechnerischen Ermittlung eines nicht
vollstindigen Abbaus der Vorspannung bei einzelnen Or-
tra-Systemen kann durch Einfiihrung von zusitzlichen
Unbekannten in dem aufzubauenden Gleichungssystem
entsprochen werden.

Fiir die weitere Berechnung der Sekundirverschie-
bungen wird angenommen, dass alle Ortra-Systeme kei-
ne weiteren Krifte nach Abbau der Vorspannung an die
Zug- oder Druckstibe der Sekundarverschiebungen iiber-
tragen.

Fiir die Uberpriifung des Drehmomenten- und Krifte-
gleichgewichts des Gesamtsystems wird zunéchst unter-
sucht, ob sich das einzelne Ortra-System in einem Dreh-
moment- und Kréftegleichgewicht befindet. Danach wird
untersucht, inwieweit die gleichen, nun auf gekoppelte
benachbarte Ortra-Systeme bezogenen Krifte, die hinter
den Sekundéirverschiebungen stehen, ein Kriftegleichge-
wicht ausiiben. Bei der Untersuchung des Gleichgewichts
jedes einzelnen Ortra-Systems wird davon ausgegangen,
dass es von seinen Restklaffungen (Abb. 4 unten), in
denen aus statischer Sicht Krifte gegeben sind, in sei-
ner Lage gehalten wird. Des Weiteren ist bei der Unter-

suchung sicherzustellen, dass Kréfte tangential zu den
einzelnen Stidben des Ortra-Systems kein Drehmoment
erzeugen.

Fiir die Berechnung des mechanischen Gleichgewichts
im einzelnen Ortra-System wird tiberpriift, ob sich ein
Kréftegleichgewicht

S F=0

im Ursprungspunkt des Ortra-Systems einstellt.
Dazu wird die Einzelkraft F, der Sekundéarverschie-
bung in zwei Krifte bzw. zwei Kraftkomponenten zerlegt:

(1.21)

(1.22)

Dabei bezieht sich die Kraft F, auf die Lingsrichtung
und die Kraft Fqi auf die Querrichtung des Stabes eines
Ortra-Systems.

Da die Vektoren der Krifte F;, die mit den Sekundér-
verschiebungen in Verbindung stehen, bereits durch Lan-
ge und Richtung der Restklaffungen vorgegeben sind,
werden fiir die Bestimmung der gesuchten unbekannten
Krifte statt Vektoren skalare Kraftdichten in ein Glei-
chungssystem eingefiihrt.

Die einzelnen Gleichungen fiir das Gleichungssystem
werden im Folgenden festgelegt. Die Kraftdichte definiert
sich als Quotient des Kraftbetrages zur Liange des Kraft-
vektors bzw. der Liange der zur Kraft korrespondierenden
Verschiebung. Die Kraftdichte fiir F, ist:

:H,
1

F;

qr (1.23)

Fiir das Kraftegleichgewicht muss die Vektorsumme der
F, ,i=1...n in Richtung oder Gegenrichtung der Stébe s;
gleich Null sein. Die das Kréaftegleichgewicht ausdrii-
ckende Vektorsumme der F, wird in folgender Gleichung
(1.24) weiterentwickelt, sodass weitere Gleichungen fiir
das Gleichungssystem entstehen, das fiir die Bestimmung
der Kraftdichten dient.

i=1 |

n n
=3, =Sy, -0
i=1 i=1

(1.24)

In (1.24) ergeben sich fiir jedes Ortra-System mit
Z:x,,1 =0 und Z:yFI =0 zwei Gleichungen fiir die
i=1 ' i=1 '

unbekannten Kraftdichten q.

Als Weiteres muss beim einzelnen Ortra-System an
den Stabendpunkten ein Drehmoment-Gleichgewicht
vorliegen:

M, =sxF, =1 (e xF,). (1.25)

Si qi
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Fiir die Gesamt-Drehmomentsumme ergibt sich

n
LM,
i=1

i :anls, (e, xF, )=0. (1.26)

Die Berechnung des Drehmoments eines einzelnen Stabes
erfolgt als Vektorprodukt mit der Quer-Kraftkomponen-
te F, und dem Stabvektor s;, der durch einen mit der
Lange 1, des Stabes s; skalierten Einheitsvektor e repri-
sentiert wird.

Mit dem Drehmoment-Gleichgewicht (1.26) ergibt sich
filir jedes Ortra-System eine weitere Gleichung fiir die un-
bekannten Kraftdichten q..

Zwei weitere Gleichungen konnen gebildet werden,
wenn die Kréfte F; der Sekundérverschiebungen des Aus-
gangs-Ortra-Systems bei den Urspriingen der benach-
barten Ortra-Systeme untersucht werden. Dazu wird die
Kraft F; in der Koordinatenform dargestellt:

Fo| 0.
YF,

Bei den Urspriingen der benachbarten Ortra-Systeme
muss folgendes Kriftegleichgewicht gelten, wenn im ein-
zelnen Ortra-System-Ursprung angenommene 1 Krifte
von Sekundirverschiebungen angreifen:

RN

(1.27)

(1.28)

1 1
Damit ergeben sich mit ZXE =0 und Z:yFi =0
i=1 i=1
chung 1.28 rechts) zwei weitere Gleichungen fiir die un-
bekannten Kraftdichten q..

Das Gleichungssystem zur Bestimmung des Gleich-
gewichts der Kréfte der Restklaffungen bzw. der Kréfte,
die die Sekundéarverschiebungen verursachen, ist unter-
bestimmt.

Bei der Methode der kleinsten Quadrate wird die Forde-
rung nach Minimierung der Verbesserungssumme zur L6-
sung des iiberbestimmten Problems gestellt. Aus Sicht der
Mechanik und Baustatik soll nun eine Methode der kleins-
ten Quadrate zur Anwendung kommen, die eine Forderung
nach Minimierung der Kréfte zur Losung des unterbe-
stimmten Problems stellt. In Verbindung mit der vorge-
gebenen Geometrie fiir die Krédfte wird damit dem Gesetz
der minimalen Formverdnderung entsprochen, da mini-
male Krifte minimale Formverinderungen durchfiihren.

Als Zusatzbedingung wird an das unterbestimmte Glei-
chungssystem die Bedingung gestellt, dass Funktionen der
Krifte gleich Null werden (= Definition des Krifte- und
Drehmomenten-Gleichgewichts iiber eine algebraische
Funktion). Das System kann wie folgt definiert werden:

(Glei-

(b+9) P
b'Ph =min,f ()= (b+7)=0.

(b+7)=min,
(1.29)
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Die Beobachtungen b sind mit Nidherungswerten einge-
filhrte Kraftdichten. Fiir die mit den Sekundirverschie-
bungen in Verbindung stehenden Krifte kénnen in guter
Néherung die im WeggroBenverfahren geschétzten Kraft-
dichten der zugehdorigen Primérverschiebungen verwen-
det werden.

Das unterbestimmte Problem kann nach Schek (1975)
als Extremwertaufgabe mit einer Nebenbedingung unter
Verwendung von Lagrange’schen Korrelaten k definiert
werden.

O =(b+%) P(b+v)-2k't(b+7). (1.30)
Die partiellen Ableitungen nach den Beobachtungen b
und den Korrelaten ergeben:

of (b
oD P(b+) ﬁ k=0,
ob
(b
=b+v—P" (b) k=0 (1.31)
‘Z%’:f(mﬁ):f(l?):o.

Mit der Entwicklung von f(l;) in einer Taylorentwicklung
unter Vernachliassigung von Gliedern hoherer Ordnung

. o (b)

flb)=f(b)+——v=0 1.32

()=r(8)+ =, (132

ergibt sich nach weiterer Rechnung:

ECYNSRCICILIC) P
ob 0ob ob

und

b+v—Pl[M) k=0 (1.34)

ob

Mit der Korrelate

1|22 (2] T (22 -1 0

und der Verbesserung

e (af(”)j kb

ob

(1.36)

ergeben sich die gesuchten »verbesserten« Kraftdichten ¢
zu

q=b+v. (1.37)
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Bei Bestimmung der Kraftdichten fiir ein aus verketteten
Ortra-Kleinsystemen aufgebautes Ortra-Gesamtsystem
hat sich gezeigt, dass am Rand des Umformungsgebiets
Ortra-Systeme auftreten konnen, die keine mechanische
Funktion besitzen, da sie keine Krifte auf andere Ortra-
Systeme iibertragen konnen. Innere Ortra-Kleinsysteme
weisen in den Simulationsrechnungen immer eine me-
chanische Funktion auf und tragen zum Kriftegleichge-
wicht gekoppelter Ortra-Systeme bei.

7 Sichtbarmachung der Netzspannungen
(Koordinatenwiderspriiche)

Als unmittelbare Auswirkung der Spannungen auf ein
geoditisches Netz sind Koordinatenwiderspriiche bei
Punkten zwischen GK und UTM wahrnehmbar.

In der Sprache der Mechanik kénnen Koordinaten-
widerspriiche identifiziert werden zwischen einer un-
verformten, mit Mitteln der Ausgleichung aufgebauten
Referenzkonfiguration und einer in einen festen UTM-
Koordinatenreferenzrahmen eingespannten, ebenfalls
durch Ausgleichung aufgebauten Momentankonfigura-
tion. Der UTM-Koordinatenreferenzrahmen besitzt dabei
auf UTM-Seite unverdnderliche, als mechanische Lager
dienende identische Punkte.

Zunichst konnen die Differenzvektoren Ax als Diffe-
renzen von Koordinaten, die aus unterschiedlichen Aus-
gleichungen hervorgehen, berechnet werden:

Ax =x—-X mit

x = endgiiltiger UTM-Grundriss und

X =nach UTM ibertragener GK-Grundriss als
Referenzkonfiguration. (1.38)
Mit Ausnahme der Passpunktgewichte werden die
Grundrisskoordinaten X der Referenzkonfiguration durch
Einfilhrung von gleichen Gewichten im stochastischen
Modell fiir alle Beobachtungstypen aufgebaut. Als Be-
obachtungen werden sowohl Linienbeobachtungen ent-
lang der Flurstiicksgrenzen als auch Querverstrebungen
iiber das Flurstiick und zusitzlich direkte Koordinaten-
beobachtungen fiir die identischen Punkte definiert.
Unter temporédrer AuBerkraftsetzung des Grundsatzes
von »Ein Punkt, ein Satz von Koordinaten« erhilt der mit
minimaler Grundrissverformung nach UTM iiberfiihrte
GK-Grundriss in den identischen Punkten neben seinen
gemessenen Koordinaten x ein zweites Koordinatenpaar
mit ausgeglichenen Koordinaten. Diese sind in der Regel
nicht mit den gemessenen Koordinaten identisch.

Das Prinzip »Ein Punkt, ein Satz von Koordinaten« ist
fiir die endgiiltige Ausgleichung wichtig, nicht jedoch fiir
die freie Netzausgleichung zur indirekten Bestimmung
der Koordinatendifferenzen. Das Prinzip besagt, dass
die urspriinglich gemessene Koordinate des identischen
Punktes anzuhalten ist und der Punkt keine zusétzliche

transformierte Koordinate aus der Umformung erhalten
darf.

Die zunédchst bei den identischen Punkten ermittelten
Koordinatendifferenzen liefern Koordinatenwidersprii-
che Ax, die die Netzspannungen sichtbar machen. Die
Koordinatendifferenzen kénnen als Knotenverschiebun-
gen aus der Sicht der Mechanik interpretiert werden, da
diese Koordinatenwiderspriiche durch unterschiedliche
Lagen der Knoten zwischen einer Referenzkonfiguration
und einer Momentankonfiguration erklarbar sind.

Der einzeln betrachtete Vektor der im Ursprung eines
Ortra-Systems liegenden Knotenverschiebung ist jedoch
ein resultierender Vektor aller Priméir- und Sekundérver-
schiebungen sowie einer weiteren Festkorperverschie-
bung (einschlieBlich Drehung) des jeweiligen Ortra-Sys-
tems.

Wie bereits mit Hilfe der Grundgleichungen der Statik
dargestellt wurde, hdngen die Netzspannungen direkt mit
den Knotenverschiebungen zusammen.

7.1 Ausgleichung fiir Erzeugung des Referenz-UTM-
Grundrisses (Referenzkonfiguration)

Aus Sicht der Mechanik erfolgt die Uberfiihrung des
GK-Grundrisses nach UTM mittels des Ansatzes der freien
Netzausgleichung zu einem Grundriss mit vernachlassig-
barer Spannung kleiner GréBenordnung.

Die Spannungen minimaler GroBenordnungen lassen
sich z.B. aufzeigen, indem eine Streckenausgleichung
auf Basis der GK-/UTM-Koordinaten der Referenzkonfi-
guration durchgefiihrt wird. Die in der Streckenausglei-
chung sichtbaren minimalen Fehlerellipsen, die auf GK-/
UTM-Streckenwiderspriichen des vorliegenden Koordi-
natenmaterials basieren, zeigen das vernachlédssigbare
AusmaB der Spannungen und Verzerrungen in der Refe-
renzkonfiguration in UTM.

Deshalb soll im Weiteren von spannungsfreier bzw.
spannungsminimaler Ubertragung des GK-Grundrisses in
die Referenzkonfiguration gesprochen werden.

Die Koordinaten X der Referenzkonfiguration berech-
nen sich zu:
x=(A'PA) AP (1.39)
P kennzeichnet die Gewichtsmatrix der unverformten
Koordinaten X. Bei der Gewichtsmatrix Pg wird aus-
schlieBlich die Diagonale mit dem Gewicht p = 1 als stre-
ckenunabhingigem Gewicht fiir Grundrissbeobachtun-
gen und mit dem niedrigen Gewicht p = 0,1 fiir direkte
Koordinatenbeobachtungen belegt.

Durch die spezielle niedrige Passpunktgewichtung
konnen die im gewichteten Ausgleichungsansatz fiir die
Erzeugung des IST-UTM-Grundrisses als mechanische
Lager des Ortra-Fachwerks dienenden identischen Punkte
bei der Referenzkonfiguration nahezu keine Kréfte in die
Umgebung abtragen. Damit wird die Form des Grund-
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risses nahezu ohne Spannungen von GK nach UTM iiber-
fiihrt. Die identischen Punkte werden mit dem durch glei-
che Gewichte versteiften Grundriss mitverschoben.

7.2 Ausgleichung fiir Erzeugung des IST-UTM-
Grundrisses (Momentankonfiguration)

Die Koordinaten x der mechanischen Kréften unterworfe-
nen, verformten Momentankonfiguration werden durch
folgende Ausgleichung gebildet:
x=(A'PA) AP (1.40)
Anmerkung: Die unbekannten Koordinaten x in Glei-
chung (1.40) sind UTM-Koordinaten der Momentankon-
figuration, die Variable X aus Gleichung (1.39) bezeichnet
dagegen die unbekannten UTM-Koordinaten der unver-
formten Ausgangskonfiguration.

Fir die Ausgleichung kommt ein streckenabhéngiges
Gewicht fiir die Grundrissbeobachtungen und eine hohe
Passpunktgewichtung p = 10.000 fiir die identischen
Punkte zur Anwendung.

Durch Zwangsanschluss an die identischen Punkte
werden die vorher existierenden Koordinatendifferenzen
eliminiert. Durch Einspannung in den unverdnderlichen,
damit starren UTM-Rahmen durch Zwangsanschluss in
den identischen Punkten werden in der aktuellen Konfi-
guration mechanische Krifte erzeugt.

Die unterschiedlichen Gewichtsansdtze der beiden
Schitzungen, die wie dargestellt mechanisch motiviert
sind, werden bei unverindertem funktionalem Modell
zueinander in Beziehung gebracht:
P_=P_+AP. (1.41)
Die Diagonalmatrix AP bringt die unterschiedlichen
Streckengewichtungen zwischen P,, und Pg fiir die ein-
zelnen Linienbeobachtungen und die unterschiedlichen
Gewichte bei den identischen Punkten zum Ausdruck.

Durch die Einspannung in den Rahmen kommt es zu
Spannungen im Zielsystem. Infolge der unterschiedlich
definierten Gewichtungen bei unverdndertem funktiona-
lem Modell, das durch die A-Matrix reprisentiert wird,
kann die Normalgleichungsmatrix N,, fiir die UTM-Ko-
ordinaten x der verformten Momentankonfiguration aus
der Normalgleichungsmatrix Ng der »unverformtenc
UTM-Koordinaten X durch Erweiterung mit dem Term
A'APA gebildet werden. Der mechanisch beanspruchte
Grundriss aus (1.40) berechnet sich zu:

-1
x=(Ng+A'APA) (A'P_I+AAPI)
=N, ' (A'P I+ AAPI). (142

Fir die Differenzen Ax zwischen den Schitzwerten fiir
die Unbekannten der beiden Ausgleichungen miissen die
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Inversen der Normalgleichungsmatrizen Ng und N, ge-
bildet werden. Um die Beziehung zwischen beiden inver-
sen Matrizen weiter zu entwickeln, wird die Matrix-Iden-
titdit nach Schur-Frobenius-Woodbury herangezogen
(Zurmiihl 1997). Diese ist:

-1

A" =(D"-C4"'B) =D+DC(A-BDC) BD. (1.43)
Die in (1.43) vorkommenden Matrizen A, D und A4 sind
quadratisch und besitzen dariiber hinaus identische Ma-
trix-Dimensionen. Von den Matrizen B und C wird ge-
fordert, dass sie gleiche Spalten- bzw. Zeilenanzahl wie
A, D und A besitzen, also linksseitig oder rechtsseitig
mit den quadratischen Matrizen A, D oder A verkettbar
sind.

Der Ausdruck fiir N;x':(NﬁJrA‘APA)f1 in (1.42)
wird mit Hilfe der Matrix-Identitit (1.43) in folgenden
Ausdruck iibersetzt:
N=N2-NJA'(ANZA'+AP") AN (1.44)
In Gleichung (1.44) wird analog zu Niemeier (2008) eine
Hilfsmatrix K eingefiihrt:

K=N_A'(ANZA +AP") bzw.

. (1.45)
K=0.A4 (A0 A +AQ) .
Mit der Hilfsmatrix K wird N_ zu
N, '=N_'-KAN_"' (1.46)
und die Koordinaten x zu
x=(Ng-KAN_)(A'P.l+AAPI). (1.47)

Durch Ausmultiplizieren und weitere Vereinfachung er-
gibt sich der Ausdruck fiir x:

x=X—KAX+ Kl =%+ K (I - AX). (1.48)

Die Koordinatenwiderspriiche Ax sind somit:
Ax=K(I-AX)=Q_A' (A0 A' +AQ) (I AX). (1.49)

Fir den Ausdruck (1.49) wird ein erweitertes Normal-
gleichungssystem entwickelt, das das funktionale Mo-
dell (A'PA) der Ausgangsnetzausgleichung zur Bestim-
mung der Koordinaten X enthdlt. Zur Ermittlung der
Unbekannten x der endgiiltigen Koordinaten erfolgt eine
Rianderung des Ausgangs-Normalgleichungssystems mit
der Inversen der Differenz-Gewichtsmatrix AP ' = AQ,
die als Diagonalmatrix eingefiihrt wird, und der origi-
nalen bzw. transponierten Matrix 4. Als Nebenprodukt
des gerdnderten, erweiterten Normalgleichungssystems
ergibt sich ein Ausdruck fiir die Koordinatenwidersprii-
che Ax.
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Dieses lautet:

A'PA A x| |A'PI

A -AQ| |k |
Das erweiterte Normalgleichungssystem ergibt ausge-
schrieben:

(1.50)

(A'PA)x+A'k=APIL,
(1.51)
Ax-AQk =1

Nach weiterer Rechnung ergibt sich folgender Ausdruck
fur die Korrelaten k:
k:(A.QEA‘+AQ)_1.(A.QE(A‘PI)—I). (1.52)
Die erste Zeile von (1.51) wird im Folgenden fiir die Be-
stimmung der endgiiltigen Koordinaten x verwendet:

(A‘ A)x =A'Pl-A'k =

=(A'PA)  A'PI-(A'PA) " Ak, (1.53)

Die endgiiltigen Koordinaten x setzen sich damit aus den
Koordinaten X und dem Koordinatenwiderspruch Ax zu-
sammen. Der Koordinatenwiderspruch kann bei Auflo-
sung des gerdanderten Normalgleichungssystems direkt
bestimmt werden durch:
Ax=—(A'PA) Ak (1.54)
Zur Verifizierung der Gleichung (1.54) wird der Ausdruck
fur die Korrelate & von (1.52) explizit in die Gleichung
(1.54) eingesetzt:
Ax=(APA) A'(A-Q A +AQ) (I-4-%), (159
womit sich die Identitit zur Gleichung (1.49) ergibt.
Wenn die Koordinaten X der Ausgangsausgleichung

vorliegen, konnen die Koordinatenwiderspriiche Ax auch
liber folgenden Ansatz berechnet werden:

A'PA A Ax| | 0

A -AQ|| k| |I-4x]
Zur Uberpriifung des Ansatzes (1.56) wird seine obere
Zeile

(1.56)

(AtPA)Ax+A‘k:0 (1.57)

mit —A ~(A‘PA)71 multipliziert und zur zweiten Zeile ad-
diert. Daraus folgt fiir die Korrelaten:

k= (A(A‘PA)'1 A +AQ)_1 (Ax-1)- (1.58)

Somit lassen sich die Koordinatenwiderspriiche Ax, wie
folgt, berechnen:

Ax=(APA) A'(A4-Q. A'+AQ) (I-4-%). (159)

=P

In dem Abschnitt {iber das WeggrdBenverfahren wurde
bereits eine Gleichung (1.13) fiir den funktionalen Zu-
sammenhang zwischen Knotenverschiebungen r und
duBeren Kriften p mit Hilfe der inversen Gesamtsteifig-
keitsmatrix der Mechanik hergeleitet.

Wegen der skizzierten Analogie zwischen Mechanik
und Ausgleichungsrechnung wird diese Gleichung (1.13)
nun umformuliert, dass die Knotenverschiebungen den
Koordinatenwiderspriichen zugeordnet werden konnten.
Dartiber hinaus kann die inverse Gesamtsteifigkeitsmat-
rix (A'KA)™" durch die inverse Normalgleichungsmatrix
eines vermittelnden Ausgleichungsansatzes substituiert
werden. Die Formulierung der Gleichung (1.13) mit den
aus dem funktionalen Modell einer vermittelnden Aus-
gleichung bekannten Matrizen wird zu:

Ax=(A'PA) -p=0, p. (1.60)
Die Gleichung (1.60), die Koordinatenwiderspriiche Ax in
den funktionalen Zusammenhang zu den duBeren Kraf-
ten p stellt, ist zur Gleichung (1.13) der Mechanik dqui-
valent und analog.

Der iiber mehrere Ansitze hergeleitete Ausdruck fiir
die Koordinatenwiderspriiche (1.49, 1.55, 1.59) wird der
Gleichung (1.60) direkt gegeniibergestellt, um eine me-
chanische Interpretation fiir (1.59) zu erhalten.

Bei beiden Gleichungen ist der erste Term (A‘PA)il,
die inverse Normalgleichungsmatrix, identisch. Der in
(1.59) dem gemeinsamen Term folgende Teil kann dann
als formelmiBiger Zusammenhang fiir duBere Krifte
identifiziert werden.

Die Krifte p konnen im Folgenden in Abhingigkeit der
Inversen der Gewichtsdifferenz AQ und des funktionalen
und stochastischen Modells der Ausgleichung fiir X aus-
gedriickt werden.

Damit ergibt sich fiir die die Koordinatenwidersprii-
che Ax erzeugenden duBeren Krifte folgende Gleichung:

p=A'(A4-0, A'+AQ) (I-4-%). (1.61)

8 Verteilung der Koordinatenwiderspriiche
bei Netzverdichtung

Die zuerst ausgefiihrte Ausgleichung fiir die Flurstiicke
(Abb. 1) soll, wie folgt, mit dem Index 1 gekennzeichnet
werden:

x,=(APA) AP (1.62)
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Die nachfolgend als Netzverdichtungsausgleichung kon-
zipierte zweite Ortra-Ausgleichung fiir die Gebdude nutzt
die Umformungsergebnisse der Flurstiicksausgleichung
als Anschlusspunkte im funktionalen Modell. Diese iden-
tischen Punkte sollen auch in den UTM-Koordinaten
unverdnderlich sein und als mechanische Lager fiir das
Gebédudenetz dienen. Der Netzverdichtungsansatz wird
bei der folgenden Ausgleichung fiir die Bauwerke analog
definiert.

Die als zweite ausgefiihrte Ausgleichung fiir Geb&u-
de soll den Index 2 bekommen. Die im hierarchischen
Ansatz der Netzverdichtung im Unbekanntenvektor x,
zu definierenden UTM-Koordinaten der Gebdudepunkte
werden iiber vermittelnde Ausgleichung, wie folgt, be-
rechnet:

-1
x,=(A4,P,4,) APL,. (1.63)
Zur Verdeutlichung, wie Koordinaten als Anschlusskoor-
dinaten eingefiihrt werden, wird die Basisgleichung des
Ortra-Verfahrens zur Bestimmung der UTM-Koordinaten
(1.1) leicht modifiziert:

0:E2+OI(XF1 _x2)+al(yFl _Y2)_EF,’
(1.64)
0=N, +a1(xF, _xz)_ol(yp1 —¥)—Ng.

Gleichung (1.64) wird im Weiteren fiir die Definition der
Beobachtungsgleichungen fiir die Ausgleichung (1.63)
der Gebdude verwendet. Die als Anschlusskoordinaten
einflieBenden Koordinaten (E ro NV, Fl) des Punktes B
werden, wie bereits an anderer Stelle erwédhnt, als unver-
dnderlich angenommen.

Im Folgenden wird gezeigt, wie die Koordinatenwider-
spriiche Ax, zur Erhaltung der Nachbarschaftsgenauig-
keit in nachfolgenden Ausgleichungen weiter verteilt
werden.

Beim Verdichtungsansatz fiir Gebdude sind die in der
vorangegangenen Ausgleichung durch Zwangsanschluss
verursachten Knotenverschiebungen bei den Flurstiicks-
grenzpunkten als zu eliminierende Koordinatenwider-
spriiche definiert, wenn nachfolgend die Flurstiicks-
grenzpunkte in der Ausgleichung fiir Gebdude die Rolle
von identischen Punkten {ibernehmen.

Fiir die Eliminierung der Koordinatenwiderspriiche in-
nerhalb der Gebdudeausgleichung miissen mechanische
Krifte p, aufgewendet werden, die Netzspannungen infol-
ge des dritten Newton’schen Gesetzes Actio gleich Reactio
im lokalen Gebdudenetz erzeugen. Die neuen Netzspan-
nungen stehen mechanisch in keiner Beziehung zu den
Netzspannungen der vorherigen Ausgleichung und bilden
folglich durch die Entkopplung keine Gleichgewichts-
figur mit den vorliegenden Flurstiicksbeobachtungen.

Die Krifte p, im Verdichtungsnetz lassen sich, wie
folgt, berechnen:

23 :(A;PZA)~Ax1 = (AtzpzAz)'(AiplAJil D (1.65)
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Die in (1.64) vorliegenden Koordinaten der identischen
Punkte enthalten den Koordinatenwiderspruch wie folgt:

(1.66)

EFI und NF, konnen aus der vorhergehenden Flurstii-
cksausgleichung aus dem Vektor X, der Koordinaten ent-
nommen werden. Die Koordinatenwiderspriiche AE, und
AN, spiegeln sich im Vektor Ax, wieder. Als unverén-
derliche Koordinaten kénnen die Anschlusskoordinaten
der Flurstiicksgrenzpunkte beim funktionalen Modell der
Folgeausgleichung in den Beobachtungsvektor / aufge-
nommen werden. Das funktionale Modell des Verdich-
tungsansatzes lautet dann ausgeschrieben:

_aFl -
01‘]
) E | | (E,+AE,)
Ve, N, —
. ! ( . +ANF)
le apz 1 1
{;E_ OF, ( F +AEFZ)
V= ‘;Nz =A-x-1=A4- E2 — (_FZ+ANF2) (167)
. N, )
v : _
AE ( r TAEL
Y 4, !
o, NFﬂ +AEFﬂ
Eﬂ
_N”_

Fiur die Herleitung der Verteilung der Koordinaten-
widerspriiche wird bei der Bestimmungsgleichung
zur Berechnupg der unbekannten Gebdudepunkte
xZ:(A‘szAz)i AP, der Beobachtungsvektor /, in
einen Vektor mit Koordinaten ohne Koordinatenwider-
spriiche /, 5, (= Anschlusskoordinaten, die der unver-
formten Referenzkonfiguration entnommen werden
kénnen) und in einen Vektor mit den Koordinatenwider-
spriichen [, , - zerlegt.
Die Unbekannten x, berechnen sich, wie folgt:

-1 -1
X, = (AlzpzAz) Azpzlzj, +(AL2P2A2) A21)2127Ax1 . (1.68)

Gleichung (1.68) zeigt, dass die Koordinatenwider-
spriiche élxl wie die Koordinaten X, identisch iiber
(A‘ZPZAZ) A,P, auf die Neupunkte iibertragen wer-
den. Wie die Anschlusskoordinaten E, und N, gehen
die AE; und AN, linear in das Ausgleichungsmodell
ein. 1

Bei dem Term (A‘2P2A2)7 A,Pl, ., der in (1.68) zur
Bestimmung der UTM-Koordinaten der Geb&dude fiihrt,
muss davon ausgegangen werden, dass dieser einen
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“ Abb. 5:
I - Verteilung der Koordinaten-

- widerspriiche im hierarchischen
Verdichtungsansatz von den Flur-
stiicken (rot) in die durch nach-
folgende Ausgleichung aufgebau-
ten Gebdude (blau). Beispiel aus
Vilsbiburg, Kindergarten St. Elisa-
\ beth. Mit den im Bild sichtbaren

f Differenzvektoren von maximal

3 cm Lange bewegen sich die Kno-
tenwiderspriiche im Bereich der
Katastergenauigkeit.

weiteren Anteil zu den Koordinatenwiderspriichen Ax,,
wenn auch kleiner Ordnung, definiert. Dann setzt sich
Ax, neben dem Anteil der durch das funktionale Modell
v, =A,x, -1, in die Unbekannten x, iibertragenen Ko-
ordinatenwiderspriiche Ax, dariiber hinaus noch aus dem
Anteil der Knotenverschiebungen der Geb&dudeausglei-
chung zusammen. Gleichung (1.68) zeigt im Weiteren,
dass die Koordinatenwiderspriiche der Anschlusspunkte
linear und absolut im vollen Umfang in den Gesamtan-
teil einflieBen, da sie in dem gleichen funktionalen Mo-
dell berechnet werden wie die Anschlusskoordinaten £
und N .

Aus statisch-mechanischer Betrachtungsweise sind
die in die Folgeausgleichung eingehenden Koordinaten-
widerspriiche Ax, bei den Anschlusspunkten mit den
duBeren Kriften p,, die in der vorangegangenen Flur-
stlicksausgleichung durch Zwangsanschluss an die iden-
tischen Punktelaufgewendet werden mussten, tiber den
Term (A}PlA1 )_ verkniipft. Damit stehen die Netzspan-
nungen des Verdichtungsnetzes, die sich aus den duB3eren
Kriften mit p, =(A‘2PZA2)Ax2 ableiten lassen, in einem
direkten Zusammenhang mit den Netzspannungen im
iibergeordneten Netz. Uber verschiedene mathematische
Verkniipfungen der Normalgleichungsmatrizen (A}PIAI)
und (A‘szAz) kann die Verteilung der Koordinatenwi-
derspriiche erkldart werden (Abb. 5). Dariiber hinaus wird
ein mathematischer Zusammenhang hergestellt zwischen
der vorherigen Netzspannung der {ibergeordnet angeleg-
ten Netzausgleichung und der nachfolgenden Netzspan-
nung der Netzverdichtungsausgleichung.

Uber einen formelmiBigen Zusammenhang wird ge-
zeigt, wie und in welcher Quantitit die Netzspannungen
bei Netzverdichtung iiber den hierarchischen Ansatz tiber
mechanisch arbeitende Lager in das Verdichtungsnetz in-
duziert werden. Als Beispiele fiir einen hierarchischen
Ansatz sind neben dem heutigen Ortra-Ansatz frithere
Verdichtungsnetze der 2. und 3. Ordnung der Landes-
vermessung zu nennen. Damit kdénnen im Sinne der

Homogenisierung die Koordinatenwiderspriiche in das
Verdichtungsnetz so iibertragen werden, dass diese die
Nachbarschaft bestméglich erhalten.

Uber die lineare Verteilung der Koordinatenwider-
spriiche und der damit verbundenen Verteilung der Netz-
spannungen wird die Nachbarschaftsgenauigkeit von der
tibergeordneten Ausgleichung auf die Objektbereiche der
nachgeordneten Ausgleichungen iibertragen. Die mini-
male Formédnderung trigt ebenso dazu bei, dass inner-
halb der Objektbereiche die Nachbarschaftsgenauigkeit
erhalten bleibt.

Die Koordinaten x werden mit ihrer Nachbarschaft
und ihrer Genauigkeit iiber die aus Sicht der Geodésie
und Mechanik universelle und zentrale Matrix Q. nach
UTM iiberfiihrt. Sowohl innerhalb als auch zwischen den
Objektbereichen wird dies iiber eine lineare Verteilung
der Koordinatenwiderspriiche vollzogen.

Durch exakte Nachbildung des GK-Grundrisses mit
den Ortra-Kleinsystemen, die jeweils fiir sich konforme
Abbildungen reprasentieren, wird eine konforme Abbil-
dung im Gesamten erreicht.

Die beim UTM-Uberfiihrungsansatz geforderte mog-
lichst weitreichende Geometrieerhaltung bei gegebenen
Netzspannungen kann dariiber hinaus damit erklart wer-
den, dass sich die Ortra-Kleinsysteme in Anwendung des
physikalischen Gesetzes der minimalen Formverdnde-
rung insgesamt unter einem Minimumprinzip elastisch
verdandern.

9 Fazit

In diesem Artikel wurden theoretische Grundlagen fiir
die wichtigste Aufgabe des Ortra-Verfahrens skizziert,
nachbarschaftstreue und homogene Koordinaten zu er-
zeugen. Es wurde mittels des Mechanismus der linearen
Verteilung der Koordinatenwiderspriiche {iber identische
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Punkte dargestellt, wie die in GK enthaltenen Nachbar-
schaftsbeziehungen durch das Ortra-Verfahren nach UTM
tibertragen werden kénnen.

Das insgesamt gutmiitige Umformungsverhalten des
Ortra-Ansatzes kann zusammenfassend mit dem Prinzip
der minimalen Formédnderung, der Erhaltung der konfor-
men Abbildung im Lokalen und den nachgewiesenen li-
nearen Verteilungseigenschaften erklart werden.

Dieses Umformungsverfahren wird bei der Bezugs-
systemeinfiihrung des europdischen Referenzsystems
ETRS89 zum Jahreswechsel 2018/2019 zur Uberfiihrung
des bayerischen Liegenschaftskatasters eingesetzt.
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