
Zusammenfassung
Die geodätische Ausgleichungsrechnung ist vor allem durch 
ihre Problemfokussierung und Lösungsorientierung charak-
terisiert. So wird das Modell einer bedingten Ausgleichung 
verwendet, wenn ein parameterfreier funktionaler Zusam-
menhang vorliegt. Lassen sich die Beobachtungen hingegen 
explizit als Funktionen der unbekannten Parameter darstellen, 
wird das Optimierungsproblem in der Regel im Gauß-Mar-
kov-Modell formuliert. Für den Allgemeinfall eines impliziten 
funktionalen Zusammenhangs zwischen den Beobachtungen 
und den Parametern existiert das Gauß-Helmert-Modell. Durch 
diese Aufteilung entsteht häufig der Eindruck, dass es sich um 
eigenständige und voneinander unabhängige Modelle han-
delt. In der numerischen Optimierung ist diese Klassifizierung 
bisweilen unüblich. In diesem Beitrag werden mittels sequen-
zieller quadratischer Programmierung die Grundformen der 
geodätischen Ausgleichungsrechnung im Kontext der nume-
rischen Optimierung betrachtet und auf ein gemeinsames Mo-
dell zurückgeführt. Weiterhin werden nummerische Verfahren 
aufgezeigt, die den notwenigen Approximationsalgorithmus 
zur Bestimmung der Lösung bereitstellen, und am Beispiel 
einer orthogonalen Regression demonstriert.

Schlüsselwörter: Numerische Optimierung, Ausgleichungs-
rechnung, sequenzielle quadratische Programmierung, 
Orthogonale Regression, Newton-Verfahren, Newton-artige 
Verfahren, BFGS

Summary
Geodetic adjustment computation is characterized by a strong 
problem-based and solution-oriented representation. The con-
ditional equation model is applied, for instance, if the functional 
relationships are parameter-free. If the observations are explicit 
functions of the parameters, the Gauss-Markov model is com-
monly used. The Gauss-Helmert model refers to the general case 
of adjustment and deals with an implicit functional relation be-
tween the observations and the parameters to be estimated. This 
classification promotes the assumption that the geodetic basic 
models of adjustment calculus are independent from each other. 
However, in numerical optimization, such a classification is unu-
sual. In this investigation, the sequential quadratic programming 
is introduced to classify the geodetic basic models in the frame-
work of numerical optimization. It is shown that the models used 
in geodetic adjustment are based on a generalized model. Using 

the example of an orthogonal regression, the sequential quad-
ratic programming is demonstrated using various numerical ap-
proaches.

Keywords: Numerical Optimization, Least-Squares Adjustment, 
Sequential Quadratic Programming, Orthogonal-Distance-Fit, 
Newton’s method, Newton-type methods, BFGS

1	 Einleitung

Die Auswertung von redundant beobachteten Messdaten 
erfolgt in der Geodäsie im Allgemeinen durch eine Ausglei-
chungsrechnung. Liegt ein parameterfreies Modell vor, in 
dem ausschließlich Beobachtungen auftreten, lässt sich das 
Problem durch die Ausgleichungsaufgabe nach bedingten 
Beobachtungen beschreiben (z. B. Lenzmann und Lenz-
mann 2004). Ist hingegen jede Beobachtung explizit als 
funktionaler Zusammenhang der zu schätzenden Parame-
ter darstellbar, wird im Allgemeinen auf das Gauß-Markov-
Modell zurückgegriffen (z. B. Lenzmann und Lenzmann 
2007). Kann der funktionale Zusammenhang zwischen 
den Beobachtungen und den Parametern nur implizit for-
muliert werden, greift das Gauß-Helmert-Modell, welches 
auch als »Allgemeinfall der Ausgleichungsrechnung« be-
zeichnet wird (Wolf 1978). Diese drei Grundformen lassen 
sich bei Bedarf durch zusätzliche Restriktionen erweitern 
(Jäger et al. 2005). Die geodätische Ausgleichungsrechnung 
ist demnach anwendungsorientiert aufgebaut.

Die auftretenden Gleichungen im funktionalen Modell 
und in den zusätzlichen Restriktionen sind in praktisch 
allen Anwendungen nichtlinear, und eine geschlossene 
analytische Lösung existiert nur in einigen wenigen Fäl-
len. Hierzu zählt u. a. die Parameterbestimmung bestimm-
ter Kurven und Flächen im Kontext der Formanalyse  
(Malissiovas et  al. 2016), aber auch für einige Transfor-
mationsprobleme existieren geschlossene Lösungen (Leh-
mann und Lösler 2024). Im Allgemeinen wird die Lösung 
iterativ durch das Newton-Verfahren oder ein Newton-
artiges Lösungsverfahren wie beispielsweise das Gauß-
Newton-Verfahren oder ein Quasi-Newton-Verfahren 
herbeigeführt. Während die gewählte Grundform den funk-
tionalen Zusammenhang charakterisiert, stellt das einge-
setzte Lösungsverfahren den Approximationsalgorithmus  
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zur numerischen Bestimmung der Lösung bereit. Das Lö-
sungsverfahren ist demnach unabhängig von der vorlie-
genden Grundform.

Die Parameterschätzung ist ein Teilgebiet der numeri-
schen Optimierung. In der Literatur zur numerischen Op-
timierung – wie z. B. Nocedal und Wright (2006), Geiger 
und Kanzow (2002) oder Boyd und Vandenberghe (2004) 
– wird nicht zwischen den genannten Grundformen unter-
schieden und Bezeichnungen wie das Gauß-Helmert-Mo-
dell sind bisweilen unüblich. Durch das Aufteilen in die 
drei Grundformen entsteht bei der praktischen Anwen-
dung häufig auch der Eindruck, dass es sich um eigenstän-
dige und voneinander unabhängige Modelle handelt, wie 
Linkwitz (1960) kritisch anmerkt. Diese unterschiedlichen 
Sichtweisen und Terminologien erschweren insbesondere 
den fachlichen Austausch bei interdisziplinären Projekten 
und Kooperationen.

In der numerischen Optimierung zählt die sequenzielle 
quadratische Programmierung (SQP) zur Klasse der wich-
tigsten Verfahren zum Lösen von Optimierungsaufgaben 
mit nichtlinearen Nebenbedingungen. In diesem Beitrag 
wird die SQP verwendet, um die geodätische Ausglei-
chungsrechnung im Kontext der numerischen Optimie-
rung zu betrachten. In Ergänzung zu der Darstellung von 
Linkwitz (1960), der die verschiedenen Ausgleichungsfor-
men in der Geodäsie wahlweise auf die vermittelnde oder 
die bedingte Ausgleichung zurückführt, wird in diesem 
Beitrag gezeigt, dass sich die geodätische Ausgleichungs-
rechnung als Spezialfall innerhalb der Klasse von Op-
timierungsproblemen darstellen lässt und alle Ausglei-
chungsformen auf ein gemeinsames Modell zurückgeführt 
werden können.

In Abschnitt  2 wird zunächst die sequenzielle qua-
dratische Programmierung zum Lösen eines konvexen 
Optimierungsproblems eingeführt, welches numerisch 
mit dem Newton-Verfahren gelöst wird. Abschnitt  3 be-
schreibt mit dem Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-
Algorithmus (BFGS) ein Quasi-Newton-Verfahren, wel-
ches in der numerischen Optimierung häufig alternativ 
zum Newton-Verfahren verwendet wird, um das Bilden 
der zweiten partiellen Ableitungen zu umgehen, die das 
Newton-Verfahren benötigt. Die Grundformen der geo-
dätischen Ausgleichungsrechnung werden in Abschnitt  4 
auf ein spezielles Optimierungsproblem zurückgeführt. 
Dieses Optimierungsproblem wird in Abschnitt 5 genutzt, 
um zwei Interpretationen einer orthogonalen Regression 
zu veranschaulichen. Abschnitt 6 fasst diesen Beitrag zu-
sammen.

2	 Sequenzielle quadratische Programmierung

In der numerischen Optimierung gehört die sequenzielle 
quadratische Programmierung zur Klasse der wichtigsten 
Verfahren zum Lösen von konvexen Optimierungsauf-
gaben mit nichtlinearen Nebenbedingungen (Geiger und 

Kanzow 2002, S.  234). Unter Verwendung der Lagrange-
Funktion lassen sich Optimierungsprobleme sowohl mit 
Gleichungen als auch mit Ungleichungen in den Neben-
bedingungen effizient lösen. Ungleichungen treten in der 
Geodäsie nur in sehr wenigen Anwendungsbereichen auf, 
sodass sie bisher keinen Einzug in die geodätischen Lehr-
bücher gefunden haben und daher auch in diesem Beitrag 
unberücksichtigt bleiben.

Das zu lösende restringierte Optimierungsproblem sei

( )minΩ u 	 (1a)

unter der Nebenbedingung

( ) 0u =f .	 (1b)

Hierin ist Ω die Zielfunktion, f die vektorielle Funktion mit 
m Nebenbedingungen f (i) und u der Vektor der zu schät-
zenden Parameter. Beide Funktionen seien zweimal stetig 
differenzierbar und werden mittels Lagrange-Funktion zu-
sammengeführt, d. h.

( ) ( ) ( )T1, Ω
2

u λ u λ u= − f ,	 (2)

worin λ der Vektor mit den Lagrange-Multiplikatoren ist. 
Sowohl u als auch λ stellen somit die zu schätzenden Grö-
ßen dar. Der Faktor  ½ vor der Zielfunktion ist aus rein 
praktischen Gründen eingeführt, hat jedoch keinen Ein-
fluss auf die Lösung.

Die notwendige Bedingung der Extremwertaufgabe for-
dert, dass der Gradient der Lagrange-Funktion für die Lö-
sungsvektoren û und λ̂ verschwindet und lautet

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
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ˆˆ ˆˆˆ
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


f

f
,	 (3)

worin die zweite Zeile aus Konventionsgründen mit –1 
multipliziert wurde. Der Gradient der Zielfunktion ist 

( )Ω∇u u  und ( )J uf  bezeichnet die Jacobimatrix von f an 
der Stelle u. Ist weiterhin die hinreichende Bedingung

( ) ( ){ }TT 2 , 0,    ˆˆ ;ˆ∇ > ∀ = ≠uuy u λ y y J u y 0 y 0 f 	 (4)

erfüllt, ist der stationäre Punkt 
Tˆˆ 

 u λ  der Lagrange-
Funktion ein (lokales) Minimum (Nocedal Wright 2006, 
S. 332).

Das Newton-Verfahren angewandt auf die notwendige 
Bedingung in Gl. (3) liefert den Iterationsalgorithmus zur 
Bestimmung von û und λ̂ . Mit den Iterierten uk und λk aus 
dem k‑ten Berechnungsschritt ergeben sich mit

( ) ( ), ,k
k k k k

k

Δu
Φ u λ Φ u λ

Δλ
 

′ = − 
 

	 (5)
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die korrespondierenden Zuschläge 1k k k+= −Δu u u  und 
1k k k+= −Δλ λ λ  für die unbekannten Parameter und die 

Lagrange-Multiplikatoren. Hierin enthält die Matrix

( ) ( ) ( )
( )

T2 ,
,

0
uu u λ J u

Φ u λ
J u

 ∇ −′ =  
  

 f

f

k k k
k k

k

	 (6)

mit

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1

1, Ω
2

m
i i

k k k k f k
i

λ
=

∇ = ∇ −∑uu uuu λ u H u 	 (7)

die partiellen Ableitungen von Φ an der aktuellen Entwick-
lungsstelle uk und λk. ( )2 Ω∇uu u  und ( ) ( )i

fH u  bezeichnen die 
Hessematrizen der Zielfunktion sowie der i‑ten Nebenbe-
dingung f (i), und λ(i) symbolisiert den mit f (i) korrespondie-
renden Lagrange-Multiplikator.

In Übereinstimmung mit den Gln. (3) bis (7) lautet das 
im k‑ten Iterationsschritt zu lösende Gleichungssystem:
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.	 (8)

Das Newton-Verfahren als lokal konvergentes Verfahren 
benötigt hinreichend gute Startwerte u0 und λ0. Unter die-
ser Voraussetzung kann das Verfahren quadratisch kon-
vergieren (Geiger und Kanzow 2002, S.  238). Erfüllt die 
Lösung die notwendige und hinreichende Optimalitäts-
bedingung, so folgt aus dem letzten Iterationsschritt die 
Lösung 1ˆ : k+=u u  und 1

ˆ : k+=λ λ  eines (lokalen) Minimums.
Aufgrund der schnellen Konvergenz empfiehlt Späth 

(2007) den Einsatz des Newton-Verfahrens zum Bestim-
men von Transformationsparametern. Lenzmann und 
Lenzmann (2007) heben – neben dem schnellen Konver-
genzverhalten und der einhergehenden Reduktion von re-
chenaufwändigen Matrixinversionen – den intrinsischen 
Nachweis für ein lokales Minimum hervor. Sie weisen je-
doch auch darauf hin, dass diese Vorteile durch das Bereit-
stellen der zweiten partiellen Ableitungen erkauft werden.

3	B FGS-Verfahren

Das Anwenden des Newton-Verfahrens  (5) erfordert das 
Bereitstellen der zweiten partiellen Ableitungen. Bei un-
günstig gewählten Werten u und λ kann ( )2 ,∇uu u λ  
schlecht konditioniert sein, sodass das Iterationsverfahren 
ein ungünstiges Konvergenzverhalten aufweist oder sogar 
divergiert, wie Schek und Maier (1976) zeigen. Ferner kann 
es in Abhängigkeit des Optimierungsproblems herausfor-
dernd sein, die zweite Ableitung mit vertretbarem Auf-
wand zu bilden. Um diese Nachteile zu umgehen, wird in 

der numerischen Optimierung häufig auf ein Quasi-New-
ton-Verfahren zurückgegriffen.

Eines der verbreitetsten Quasi-Newton-Verfahren ist 
das nach Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno benann-
te BFGS-Verfahren, welches nach Geiger und Kanzow 
(1999, S.  135) als das erfolgreichste aller Quasi-Newton-
Verfahren gilt. Eine entsprechende Implementierung ist in 
zahlreichen Programmpaketen wie beispielsweise der Op-
timization Toolbox in Matlab oder der Python Bibliothek 
scipy.optimize.minimize vorhanden. Insbesondere für gro-
ße Optimierungsprobleme mit vielen Parametern existie-
ren spezielle Varianten des BFGS-Verfahrens wie z. B. das 
Limited-memory BFGS-Verfahren (Nocedal und Wright 
2006, S. 177 ff.).

Anstatt die Hessematrizen in Gl. (7) explizit zu bilden, ap-
proximieren Quasi-Newton-Verfahren diese lediglich, d. h.

( )2 ,≈∇uuB u λ ,	 (9)

sodass sich der numerische Aufwand reduziert.
Für restringierte Optimierungsaufgaben leitet Powell 

(1978a) die modifizierte BFGS-Updatevorschrift
T T

1 T T
k k k k k k

k k
k k k k k

+ = − +
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Δu B Δu Δu q

 	 (10)
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Δu B Δu
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 

her. Geiger und Kanzow (2002, S. 135 ff.) zeigen, dass jedes 
Update T 0k k >Δu q  sicherstellt, sodass Bk+1 stets symmet-
risch und positiv definit ist, sofern Bk bereits symmetrisch 
und positiv definit war. Durch Substitution von Gl. (9) in 
Gl. (6) ergibt sich

( ) ( )
( )

T

BFGS , k k
k k

k

 −′ =  
  

B J u
Φ u λ

J u 0
f

f

.	 (11) 

Für weitere Details und Hinweise zur Implementierung 
des BFGS-Verfahrens sei auf Nocedal und Wright (2006, 
Kap. 18.3) verwiesen. Ein problemunspezifischer Startwert 
für B lautet 0 τ=B I mit τ > 0, womit B0 symmetrisch und 
positiv definit ist (Shanno und Phua 1978). Powell (1978b) 
zeigt, dass das modifizierte BFGS-Verfahren superlinear 
konvergiert.
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4	 Geodätische Ausgleichungsrechnung

Das Modell der bedingten Ausgleichung, das Gauß-Mar-
kov-Modell und das Gauß-Helmert-Modell sind geodäti-
sche Bezeichnungen, die in der Literatur zur numerischen 
Optimierung unüblich sind. Im Folgenden wird mittels 
SQP gezeigt, dass diese drei Grundformen als eine spezielle 
Optimierungsaufgabe innerhalb der Klasse von Optimie-
rungsproblemen (1) aufgefasst werden können.

Ausgangspunkt der Betrachtung sei Gl.  (8), welche 
durch Subtraktion von ( )T

k kJ u λf  in der ersten Zeile auf 
die gebräuchliche Darstellung

( ) ( )
( )

( )
( )

T2

1

1 Ω,
2

0
k kk k k

kk
k

+

     ∇∇ −  = −            

uuu
Δu uu λ J u
λJ u u

 f

f f
	 (12)

gebracht wurde. Hierdurch werden anstelle der Zuschlä-
ge Δλ die Lagrange-Multiplikatoren direkt geschätzt. 
Mitunter werden die Lagrange-Multiplikatoren auch als 
Korrelaten bezeichnet (Wolf 1978). Der Parametervektor 

T T T =  u e x  in Gl.  (1) lässt sich sachlogisch in die Be-
obachtungsresiduen e und die Modellparameter x unter-
teilen. Ferner sei die quadratische Zielfunktion durch

( ) TΩ =u u Wu	 (13)

gegeben, worin W eine positiv-semidefinite Matrix ist, wel-
che die Parameter in u, für die das Minimum in Gl.  (1a) 
gesucht wird, selektiert und gewichtet. Ist das Minimum 
ausschließlich für die Quadratsumme der gewichteten Re-
siduen zu bilden, so lautet die spezielle Zielfunktion

( ) T T 0
Ω ,

0 0
   

 =     
   

eW e
e x e x

x
,	 (14)

worin We die positiv-definite Gewichtsmatrix der Resi
duen ist. Das Festlegen der Gewichtung erfolgt im sto-
chastischen Modell der Ausgleichung und basiert auf der 
Dispersion der Residuen, für die üblicherweise Normalver- 
teilung ( )2 1

0,σ −∼ ee 0 W  unterstellt wird (Koch 1999, 
S. 104). Hierin bezeichnet 2

0σ  die Varianz der Gewichtsein-
heit. In diesem Beitrag wird das Residuum im Sinne eines 
Fehlers interpretiert. Eine alternative aber vollständig äqui-
valente Darstellung resultiert, wenn anstelle der Residuen e 
die Verbesserungen v = –e eingeführt werden.

Mit dem Gradienten ( )Ω 2∇ =u u Wu und der Hessema-
trix ( )2 Ω 2∇ =uu u W  der Zielfunktion folgt für λ0 = 0

( )
( )

( ) ( ) ( )

T

T

1 ,

k k k

k k

k k k k k+

 −        − = −            

e e
W 0 J e Δe W e
0 0 J x Δx 0

J e J x 0 λ e x

f

f

f f f
,	 (15)

worin die Jacobimatrix ( ) ( ) ( ) =  J u J e J xf f f  entspre-
chend der Parameteraufteilung separiert wurde und die 

Submatrizen ( )J ef  und ( )J xf  die partiellen Ableitungen 
von f an der Stelle e bzw. x enthalten. Das Substituieren von 

1k k k+= −Δe e e  in der ersten und dritten Gleichung führt  
auf

( )T
1 1  k k k+ +− =eW e J e λ 0f ,	 (16a)

( ) ( ) ( ) ( )1 ,k k k k k k k k+ + + − =J e e J x Δx e x J e e 0f f ff .	 (16b)

Mit dem häufig auch als Widerspruchsvektor bezeichneten 
Vektor ( ) ( ),k k k k= −w e x J e eff  lässt sich Gl. (15) sodann 
umformen zu
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.	 (17)

Liegt mit u = e ein parameterfreies Modell vor, ergibt sich 
mit

( )
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	 (18)

direkt das Modell der bedingten Ausgleichungsrechnung 
(Lenzmann und Lenzmann 2004). Gl. (15) kann demnach 
als bedingte Ausgleichung mit zusätzlichen Unbekannten 
in den Restriktionen interpretiert werden.

Aus Gl.  (16a) folgt ( )T1
1 1k k k

−
+ += ee W J e λf . Eingesetzt 

in Gl.  (17) ergibt das um die Residuen e reduzierte Glei-
chungssystem

( )
( ) ( ) ( )

T

T1
1

k k

kk k k
−

+

     
  = −   
      e

0 J x Δx 0
λ wJ x J e W J e

f

f f f

,	 (19)

welches der gebräuchlichen Darstellung für das Gauß-Hel-
mert-Modell entspricht (Koch 2002, Lenzmann und Lenz-
mann 2004, Willi et al. 2021).

Aus der zweiten Zeile in Gl.  (19) liest man mit 

( ) ( )( ) 1T1
k k

−
−= eP J e W J ef f  weiterhin für die Lagrange-Mul-

tiplikatoren ( )( )1k k k+ = − +λ P J x Δx wf  ab, wobei eine posi-
tiv-definite Matrix P vorausgesetzt sei. Durch Einsetzen in 
die erste Zeile folgt das um die Lagrange-Multiplikatoren λ 
reduzierte Gleichungssystem

( ) ( )( ) ( )T T
k k k k= −J x PJ x Δx J x Pwf f f .	 (20)

Dieses entspricht der gebräuchlichen Darstellung für das 
Gauß-Markov-Modell (Jäger et al. 2005, S. 159 f.).

Die Gln. (18) bis (20) entsprechen den drei Grundfor-
men in der Geodäsie. Sie resultieren durch einfaches Um-
stellen von Gl.  (8) unter Berücksichtigung der speziellen 
Zielfunktion (14). Sie charakterisieren somit das identische 
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Optimierungsproblem im Sinne von Gl.  (1). Dies dürfte 
der Hauptgrund sein, dass in der Literatur zur numeri-
schen Optimierung nicht zwischen dem Modell der be-
dingten Ausgleichung, dem Gauß-Markov-Modell oder 
dem Gauß-Helmert-Modell unterschieden wird.

Modelle mit zusätzlichen Restriktionen sind in Gl.  (1) 
bereits implizit enthalten. Sie resultieren durch eine ent-
sprechende Aufteilung der Nebenbedingung (1b), d. h.

( )
( )
( )
( )

, 
 =  
  

e x
u e

x

f
f f

f
,	 (21)

sodass hier auf eine explizite Betrachtung verzichtet wird.
Das Bereitstellen der zweiten partiellen Ableitungen 

wird bei der sequenziellen quadratischen Programmie-
rung durch das Newton-Verfahren motiviert und aufgrund 
des erhöhten numerischen Aufwands häufig als nachteilig 
empfunden (Boyd und Vandenberghe 2004, S.  496). Wie 
Gl. (15) jedoch anschaulich zeigt, kann auf das Bilden der 
Hessematrizen in Gl.  (7) u. U. verzichtet werden, wenn 
vor jedem Iterationsschritt der Vektor der Lagrange-Mul-
tiplikatoren zu λk = 0 gesetzt wird. Das Lösungsverfahren 
für die SQP entspricht dann einem Gauß-Newton-Ver-
fahren. Das Konvergenzverhalten des Gauß-Newton-Ver-
fahrens hängt vom Optimierungsproblem ab und erlaubt 
keine generellen Aussagen. Sind jedoch die auftretenden 
Residuen sehr klein und die Funktionen näherungswei-
se linear, so konvergiert das Verfahren ähnlich schnell 
wie das Newton-Verfahren (Nocedal und Wright 2006,  
S. 255 ff.).

Für das Optimierungsproblem  (1) mit der Zielfunk-
tion  (14) liefert jedes der angegebenen Lösungsverfahren 
– Konvergenz vorausgesetzt – trotz unterschiedlicher Mat-
rizen ′Φ  die identische Lösung für die Modellparameter x. 
Bildlich gesprochen nutzen die verschiedenen Lösungsver-
fahren unterschiedliche Pfade, die jedoch alle zum selben 
Optimum führen (Xu et al. 2023). Es ist leicht nachzuvoll-
ziehen, dass sich auch die Inversen von ′Φ  in Abhängigkeit 
vom eingesetzten Lösungsverfahren unterscheiden und 
allgemein nicht mit der Dispersion von x gleichzusetzen 
sind (Jäger et al. 2005, S. 214). Besitzt ( )kJ xf  vollen Spal-
tenrang, so lautet die Dispersion 1. Ordnung der Modell-
parameter x stets

( ) ( )( ) 1T
k k

−

=xΣ J x PJ xf f 	 (22)

und entspricht der besten Schätzung für das gelöste lineare 
Ersatzproblem (Xu et al. 2023). Aufgrund des nichtlinea-
ren funktionalen Zusammenhangs in der Nebenbedin-
gung  (1b) sind weder x noch Σx erwartungstreu (Lösler 
et  al. 2021, Xu et  al. 2023). Die Größe, mit der sich die 
Verzerrung in den Schätzwerten zeigt, hängt jedoch vom 
stochastischen Modell ab (Lehmann und Lösler 2018). 
Durch die hohe Präzision geodätischer Messmittel und die 
im Allgemeinen kleinen Beobachtungsresiduen ist die Ver-

zerrung jedoch in vielen praktischen Anwendungen ver-
nachlässigbar und Gl. (22) eine hinreichend gute Approxi-
mation für die Dispersion der Parameter.

5	B eispiel: Orthogonale Regression

Wird durch eine gegebene Menge an Punkten eine Funk-
tion derart gelegt, dass die Abstände zwischen der Funk-
tion und den einzelnen Punkten senkrecht zur Funktion 
stehen, so handelt es sich um eine orthogonale Regression 
(Lösler und Eschelbach 2020). Das Minimieren der ortho-
gonalen Abstände gilt als das natürlichste und beste Feh-
lermaß innerhalb der Methode der kleinsten Residuen-
quadratsumme (Wijewickrema et al. 2010). Es liefert nach 
Sourlier (1995) die aussagekräftigsten Ergebnisse. Zur 
Fehlerabschätzung beim Berechnen zugeordneter Geo-
metrieelemente nach Gauß ist die orthogonale Regression 
Teil der DIN  EN ISO 10360‑6 (2009). Insbesondere die 
einfache Interpretation der punktbezogenen Residuenvek-
toren motiviert den Einsatz der orthogonalen Regression 
beispielsweise im Kontext der Deformationsanalyse in der 
Ingenieurgeodäsie (Neitzel et al. 2019).

Mit den in Lenzmann und Lenzmann (2004) gegebenen 
m = 2 Punkten in Tab. 1 ist eine Regressionsparabel, deren 
Scheitelpunkt im Ursprung liegt, zu schätzen. Das funktio-
nale Modell dieser Parabel ist gegeben durch

20   i ia x y= − ,	 (23)

worin der Formparameter a die Parabelöffnung definiert 
und xi bzw. yi die kartesischen Koordinaten des i‑ten Kur-
venpunktes darstellen. Die numerische Lösung erfolgt 
nachfolgend sowohl mit dem Newton-Verfahren (5) unter 
Berücksichtigung der zweiten Ableitungen (6) als auch mit 
dem BFGS-Verfahren mittels approximierter Hessema-
trix (11). Auf den Einsatz von externen Bibliotheken wird 
verzichtet, um etwaige Differenzen zwischen den Lösun-
gen besser nachvollziehen und analysieren zu können.

In Lösler (2020) ist dieses Optimierungsproblem bereits 
aufgegriffen und mittels SQP anschaulich gelöst worden. 
Die Residuen werden mit =eW I als unabhängige und 
identisch verteilte Zufallsvariablen aufgefasst und korre-
spondieren jeweils mit einer beobachteten Koordinaten-
komponente. Das hierbei zu lösende Optimierungsprob-
lem lautet in expliziter Form

Tab. 1: Gegebene kartesische Koordinaten in Meter zur 
Schätzung einer Regressionsparabel, deren Scheitelpunkt im 
Koordinatenursprung liegt (Lenzmann und Lenzmann 2004).

Punkt x y

P1 2,5 4,8

P2 4,0 5,0
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( ) 2 2

1 1

minΩ min
i i

m m

x y
i i

e e
= =

 
= + 

 
∑ ∑u 	 (24a)

unter der Nebenbedingung

( ) ( )2
0 ,   1

i ii x i yf a x e y e i m= = − − + ∀ = …u .	 (24b)

Die u = 5 zu bestimmenden Parameter sind

( )
1 2 1 2

T
x x y ye e e e a=u .	 (24c)

Die kartesischen Residuen in Gl. (24c) lassen sich mit

cos
i ix s ie e φ= ,	 (25a)

sin
i iy s ie e φ= 	 (25b)

durch ihre äquivalente Polardarstellung ausdrücken. Wie 
Abb. 1 zeigt, handelt es sich bei 

ise  und ϕi nicht um die kor-
respondierenden Residuen 

ir
e  und 

i
eω  der polaren Koordi-

naten ri und ωi des i‑ten Punktes, wie sie beim Übergang 
zwischen Beobachtungsräumen entstünden (Reinking 
2022), sondern um die Polardarstellung der kartesischen 
Residuen 

ixe  und 
iye .

Eingesetzt in die Zielfunktion (24a) ergibt

( )

( ) ( )

2 2

1 1

2 2

1 1

2

1

Ω

cos sin

,

i i

i i

i

m m

x y
i i
m m

s i s i
i i
m

s
i

e e

e e

e

φ φ

= =

= =

=

= +

= +

=

∑ ∑

∑ ∑

∑

u

	 (26a)

da 2 2cos sin 1i iφ φ+ = .
Aus dieser Darstellung wird deutlich, dass ausschließ-

lich die Abstände  
ise  zwischen dem jeweiligen Punkt und 

der Funktion minimiert werden. Der kürzeste Abstand ˆ
ise  

ist bekanntlich zwischen einem Punkt und dessen Lot-
fußpunkt auf der Funktion definiert, sodass das Optimie-
rungsproblem zweifelsfrei eine orthogonale Regression 
beschreibt. Da es sich bei den kartesischen Residuen um 
unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen han-
delt, sind auch die Abstände 

ise  wiederum unabhängige 
und identisch verteilte Zufallsvariablen (Lösler 2020). Die 
jeweilige Winkelkomponente ϕi ist offensichtlich nicht Teil 
der Zielfunktion  (14). Die nichtlineare Nebenbedingung 
ergibt sich mittels Gl. (25) zu

( ) ( )2
0 cos sin , 1

i ii s i i s if a x e y e i mφ φ= = − − + ∀ = …u 	 (26b)

worin

( )
1 2

T
1 2s se e aφ φ=u 	 (26c)

die zu schätzenden Parameter des Optimierungsproblems 
darstellen. Da in der Zielfunktion  (14) ausschließlich die 
Abstände  

ise  der Punkte zu berücksichtigen sind, lautet die 
korrespondierende Selektionsmatrix

( )diag 1 1 0 0 0=W .

Während das Optimierungsproblem (24) direkt mit dem in 
der geodätischen Literatur beschriebenen Gauß-Helmert-
Modell gelöst werden kann, wie Lenzmann und Lenzmann 
(2004) bereits gezeigt haben, gilt dies nicht für das äqui-
valente Optimierungsproblem  (26). Zum einen berück-
sichtigt die Zielfunktion (26a) nur die Abstände, aber nicht 
die Winkelkomponenten der Residuen in Polardarstellung, 
zum anderen wird in der Geodäsie im Allgemeinen ein 
Modell vorausgesetzt, dass jeder Beobachtung ein indivi-
duelles Residuum zuordnet, siehe hierzu die Beiträge von 
Koch (2002), Lenzmann und Lenzmann (2004) und Willi 
et al. (2021). Im Optimierungsproblem (26) sind die kar-
tesischen Beobachtungsresiduen jedoch wiederum nicht-
lineare Funktionen von Parametern.

Selbstverständlich lassen sich die in diesem einfachen 
Beispiel auftretenden Unterschiede leicht in einem modi-
fizierten Gauß-Helmert-Modell berücksichtigen. Ande-
rerseits stellt sich die Frage, wie viele Modifikationen ein 
Allgemeinfall benötigt, um noch als solcher zu gelten. Aus 

Abb. 1: Zusammenhang zwischen den kartesischen (x,y)-
Koordinaten und den korrespondierenden polaren (r,ω)-
Koordinaten eines Punktes und deren zugehörigen Residuen 
(ex,ey) bzw. (er,eω) sowie der polaren Darstellung (es,ϕ) der 
kartesischen Residuen (ex,ey) am Beispiel einer Parabel. Die 
Parabel ist grün gestrichelt. Die kartesischen Residuen (ex,ey) 
sind gelb gepunktet, und deren Polardarstellung (es,ϕ) ist 
als rote Strich-Punkt-Linie dargestellt. Die polaren Residuen 
(er,eω) sind blau. Der Lotfußpunkt besitzt die kartesischen 
( )ˆ ˆ,x y -Koordinaten.
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Sicht der numerischen Optimierung spielen diese Über-
legungen kaum eine Rolle, da die Gln. (24) und  (26) ein 
Optimierungsproblem im Sinne von Gl. (1) darstellen und 
mit einem geeigneten Verfahren wie z. B. der SQP gelöst 
werden.

Zum Lösen des Optimierungsproblems  (26) sind ge-
eignete Startwerte sowohl für die Parameter als auch für 
die Lagrange-Multiplikatoren vorzugeben. Insbesondere 
würde eine Nullinitialisierung der Abstände und Lagran-
ge-Multiplikatoren in diesem Beispiel auf ein singuläres 
Gleichungssystem führen und eine Regularisierung erfor-
dern. Mit den gewählten Startwerten

( )
( )

T
0

T
0

0,7 0,7 0 0 0,5 ,

0,3 0,3

= −

= −

u

k

ergibt sich die Lösung

0,703636511785
0,655169340153
0,333363854326
0,313829000452
0,456218634812

ˆ

− 
 
 
 −=
 
− 
 
 

u ,	 (27a)

0,230246428619
0,202252660185

ˆ − 
=  
 

k ,	 (27b)

für das Optimierungsproblem mit Residuen in Polar-
darstellung. Für das gewählte Abbruchkriterium 
[ ] 1210−

∞
≤Δu Δλ  benötigt das Newton-Verfahren fünf 

Iterationen. Das implementierte BFGS-Verfahren kon-
vergiert ebenfalls schnell und repliziert diese Lösung nach 
sieben Iterationen. Mittels Gl.  (25) ergeben sich die Lot-
fußpunkte

1

3,1648991825
4,5697535 1

ˆ
7 4

 
=  
 

P ,	 (28a)

2

3,3768300988
5,2022526 0

ˆ
6 2

 
=  
 

P .	 (28b)

Die geschätzten Parameter und Lagrange-Multiplikatoren 
des Optimierungsproblems (24) mit kartesischen Residu-
en lauten in Übereinstimmung mit den publizierten Ergeb-
nissen aus Lenzmann und Lenzmann (2004) und Lösler 
(2020)

0,664899182452
0,623169901170
0,230246428619
0,202252660185
0,4562186348

ˆ

12

− 
 
 
 =
 
− 
 
 

u ,	 (29a)

0,230246428619
0,202252660185

ˆ − 
=  
 

k ,	 (29b)

wobei die Startwerte für 
ixe  und 

iye  mittels Gl. (25) gebildet 
wurden. Das Newton-Verfahren und das BFGS-Verfahren 
benötigen sechs bzw. zwölf Iterationen für diese Lösung, 
sodass in diesem speziellen Beispiel das jeweilige Konver-
genzverhalten bei beiden Optimierungsproblemen gleich-
wertig erscheint. Insbesondere sind die jeweils geschätzten 
Parameter und Lagrange-Multiplikatoren unabhängig vom 
verwendeten Lösungsalgorithmus.

Durch das Anbringen der geschätzten kartesischen Re-
siduen aus Gl. (29a) an den originären Koordinatenkom-
ponenten in Tab. 1 ergeben sich erwartungsgemäß die in 
Gl. (28) angegebenen Lotfußpunkte. Beide Lösungen stel-
len eine orthogonale Regression dar und minimieren die 
identische Zielfunktion  (26a) – jedoch auf unterschied-
lichen Wegen. Das Optimierungsproblem (24) minimiert 
die Vektorkomponenten 

ixe  und 
iye  der punktbezogenen 

Residuen und somit implizit die Länge 
ise  der jeweiligen 

Residuenvektoren. Im Optimierungsproblem (26) werden 
hingegen die Längen der Residuenvektoren 

ise  direkt mini-
miert.

6	 Zusammenfassung

Die in der Geodäsie verwendeten Ausgleichungsformen, 
das Modell der bedingten Ausgleichung, das Gauß-Mar-
kov-Modell und das Gauß-Helmert-Modell, stellen einen 
Spezialfall innerhalb der Klasse von Optimierungsprob-
lemen dar, welcher die Quadratsumme der (gewichteten) 
Residuen minimiert. Die geodätische Sichtweise orientiert 
sich vornehmlich an der zu lösenden Problemstellung, d. h. 
dem funktionalen Zusammenhang. Liegt ein parameter-
freies Modell vor, wird das Modell einer bedingten Aus-
gleichung verwendet. Ist hingegen jede Beobachtung ex-
plizit als Funktion der Parameter darstellbar, wird in der 
Regel auf das Gauß-Markov-Modell zurückgegriffen. Das 
Gauß-Helmert-Modell findet Anwendung, wenn zwischen 
den Beobachtungen und den Parametern der funktionale 
Zusammenhang nur implizit gebildet werden kann. Durch 
diese Aufteilung entsteht bisweilen der Eindruck, dass es 
sich um eigenständige und voneinander unabhängige Mo-
delle handelt, wie Linkwitz (1960) anmerkt. Wie in diesem 
Beitrag gezeigt, lassen sich diese drei Grundformen leicht 
auf ein gemeinsames Modell zurückführen. Dies dürfte 
einer der Hauptgründe sein, weshalb eine derartige Klas-
sifizierung in der Literatur zur numerischen Optimierung 
unüblich ist.

Für das Lösen von Optimierungsproblemen wird im 
Allgemeinen das Newton-Verfahren oder ein Newton-
artiges Lösungsverfahren wie beispielsweise das Gauß-
Newton-Verfahren oder ein Quasi-Newton-Verfahren 
eingesetzt. Die Vorteile des Newton-Verfahrens sind das 
schnelle Konvergenzverhalten und die hierdurch einher-
gehende Reduktion der rechenaufwändigen Matrixin-
versionen sowie der intrinsische Nachweis für ein lokales 
Minimum (Späth 2007, Lenzmann und Lenzmann 2007). 
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Diese Vorteile werden jedoch durch das Bereitstellen der 
Hessematrizen erkauft. Das Bilden der zweiten partiellen 
Ableitungen ist mitunter sehr herausfordernd, sodass in 
der Praxis häufig anstelle des Newton-Verfahrens auf ein 
Newton-artiges Lösungsverfahren zurückgegriffen wird.

Das Gauß-Newton-Verfahren ist hierbei das Standard-
verfahren in der Geodäsie (Benning 2011, S. 137 f.). Es lässt 
sich für die Methode der kleinsten Residuenquadratsumme 
durch eine spezielle Wahl der Lagrange-Multiplikatoren 
direkt aus dem Newton-Verfahren gewinnen. Neben dem 
Gauß-Newton-Verfahren bieten Quasi-Newton-Verfahren 
wie z. B. das BFGS-Verfahren eine interessante Alternative. 
Im Gegensatz zum Newton-Verfahren wird lediglich eine 
approximierte Hessematrix verwendet, wodurch sich der 
numerische Aufwand reduziert. Alle Lösungsverfahren lie-
fern – Konvergenz vorausgesetzt – die gleichen Parameter, 
und sind unabhängig von der Grundform. Während das 
eingesetzte Lösungsverfahren den notwendigen Approxi-
mationsalgorithmus zur numerischen Bestimmung der 
Lösung bereitstellt, charakterisiert die gewählte Grund-
form vornehmlich den funktionalen Zusammenhang in 
der Geodäsie. Ein Vergleich zwischen einer Lösung, die 
beispielsweise aus einem Gauß-Markov-Modell resultiert, 
mit einer Lösung, die durch ein Newton-artiges Verfahren 
gewonnen wurde, ist demnach unsinnig.

Die orthogonale Regression ist eine vielfach eingesetzte 
Optimierungsaufgabe, da sich die auftretenden Residuen 
geometrisch leicht interpretieren lassen. Am Beispiel einer 
einfachen Regressionsparabel mit zwei kartesischen Punk-
ten wurden zwei Interpretationen dieses Optimierungs-
problems mittels SQP dargestellt und unter Verwendung 
des Newton-Verfahrens und einem BFGS-Verfahren nu-
merisch gelöst. Die erste Variante verwendet die Residuen 
in polarer Darstellung. Hierdurch lassen sich die Residuen 
nicht explizit den einzelnen Beobachtungen zuordnen, so-
dass das Gauß-Helmert-Modell nicht ohne weitere Modi-
fikation anwendbar ist. Die zweite Variante nutzt hingegen 
kartesische Residuen, die den einzelnen Koordinaten-
komponenten eindeutig zugeordnet werden können. Sie 
entspricht der üblichen Modellbildung in der Geodäsie 
und lässt sich, wie von Lenzmann und Lenzmann (2004) 
anschaulich gezeigt, auch als Gauß-Helmert-Modell for-
mulieren. Da beide Varianten die identische Zielfunktion 
minimieren, ist auch die Lösung für den Modellparameter 
identisch. Insbesondere zeigt sich, dass für eine orthogona-
le Regression weder ein spezifischer Lösungsalgorithmus 
noch ein speziell aufbereitetes funktionales Modell benö-
tigt wird.

Es ist wünschenswert, wenn bei der Vermittlung der 
Ausgleichungsrechnung in der Geodäsie der Bezug zur nu-
merischen Optimierung deutlicher hervorgehoben wird. 
Barrieren in interdisziplinären Kooperationen werden 
hierdurch reduziert, der fachliche Austausch gefördert, 
aber auch die Zugänglichkeit zu Verfahren oder Algorith-
men erleichtert. Dieser Beitrag zeigt einen Weg auf, wie 
dies unter Wahrung der geodätischen Sichtweise gelingen 
kann.
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